ne 


لما تك aha‏ 


تاف 
الأستاذ الدكتور أنيس إسماعيل كنجو الدكتور عبد الله بن عبدالكريم الشيحة 
أستاذ الإحصاء أستاذ الإحصاء المشارك 
قسم الإحصاء وبحوث العمليات قسم الإحصاء وبحوث العمليات 
كلية العلوم — جامعة الملك سعود (سابقاً) كلية العلوم - جامعة الملك سعود 


ROR‏ النشر العلمي والمطابع - icala‏ الملك سعود 


صر .ب -TAVOP‏ الرياض -١ OFV‏ المملكة العربية السعودية 


(ح) جامعة املك سعود» SEYN‏ ١٠٠۲م‏ 


فهرسة مكتبة ا للك فهد الوطنية أثناء النشر 
كنجوء أنيس 
نماذج خطية » أنيس كنجو ؛ عبد الله الشيحة - الرياض ١١٤٠ھ‏ 
۹ ص ۱۷ × 4 اسم 
ردمك : -YV-AoY-0‏ 4419 
-١‏ الرياضيات الإحصائية -١‏ التحليل الإحصائي أ- الشيحة» 
عبد الله (مؤلف مشارك) ب - العنوان 
ديوي OF‏ , 019 28121 


رقم الإيداع : YY‏ ا 
ردمك : -¥V-AoY¥-0‏ .441 


حكمت هذا الكتاب AL‏ متخصصة» شكلها المجلس العلمي بالجامعة» وقد 
وافق امجلس على نشره بعد إطلاعه على تقارير المحكمين في اجتماعه الثاني 
والعشرين الذي عقد بتاريخ 4705/5/78 ١ه‏ الموافق ENT‏ ا 


5 النشر العلمي والمطابع VETS‏ 


المحتوبات 


الصفحة 

Aun‏ 1[ 1ك 
الفصل الأول: معلومات تمهيدية في المصفوفات 

)1,1( بعض العمليات الأساسية في المصفوفات Sasso‏ \ 
)1,1( بعض خواص الحددات ا 0000111 
)١,7(‏ معكوس مصفوفة غير شاذة sonus daas sranna r iaeiae‏ 001 
)1,2( مفهوم الارتباط الخطي eV ES‏ 0 
(0) رتبة مصفوفة 0E‏ 
( 0 المصفوفات الجزأة O [ IEEE [| AS a aS ea‏ 


U ESSE 0 أثر مصفوفة ببب-000‎ )11( 
VF GSES SEADOO 1 1 AEG AACS Se نظام معادلات خطية‎ )۱,۸( 


)٠,۹(‏ الجذور المميزة ع اناه مهاج ع دااع عا عجان لا الالح ل افاج EEEE A‏ ا 
)+ 1,1( المصفوفات المتناظرة والمصفوفات المتعامدة N © ccciccsccascecccocvecnececcocsces‏ 


)1,11 الصيغ التربيعية 100 1 0[ [ ز[ز[ ز[ز[ز[ز[ ز ز[ز ز [ز VEEE‏ 1 ذا 
)1,11( بعض العلاقات المهمة في حالة مصفوفات مجزأة R A I S S‏ 


3 
)١,۱۳(‏ اشتقاق المصفوفات sere‏ 
)١15(‏ تحويل المتغيرات NEE ea A E E‏ 
)1,10( المصفوفات متساوية القوى 0000000000 
)1,11( الفضاءات والإسقاطات EE‏ ز ز ز ز 1 1 ذا 
1V)‏ ,1( المصفوفات متساوية القوى والإسقاطات المتعامدة Fas‏ 
VA)‏ ,1( تمارين A A‏ و Vessels yes TEE‏ 

الفصل الثاي: التوزيع الطبيعي بعدة متغيرات وتوزيعات المعاينة اللامركزية 
(Y,\)‏ مقدمة سمه صو ع بوصعم مواقت هل مقو VA eessen‏ 
CY, Y)‏ التوزيعات البامشية SOE‏ 0 
التوزيعات الشرطية موعدم سوق مه جه ووه ووو د و ع Fase‏ 
IIUI (Y, £)‏ المميزة E‏ ع يه ال دن N‏ د See a‏ 
)1,0( توزيع كاي مربع اللامركزي r r ERA‏ 
Y‏ الدالة المولدة للعزوم لتوزيع ”× اللامركزي Sosa ERIE‏ 
(۲,۷) توزيع ۴ اللامركزي 000 ز 2 2 2 ET SSS ESSE‏ 
(YA)‏ توزيع ] اللامركزي N Sa aE A E EE TE‏ 
cinta O GEC cn (Y,4)‏ ا 
الفصل الثالث: توزيعات صيغة تربيعية 

)1( توزيع صيغ تربيعية مركزية يي يرز ز EAEE‏ 1 
(۳,۲) استقلال صيغتين تربيعيتين ® عه mala E‏ ناعم OV ROSSER‏ 
(۳,۳) نظرية كوكران از[ اا ا 
sation eee EEE A cn (¥, 8)‏ ا 


المحتويات 
الفصل الرابع: cae‏ إحصائية خطية 


011 RAWES EEEN EEEE EEES مقدمة‎ )٤,١( 


() النموذج الخطي العام كلانه SS‏ كلاه eke nana shanna E bk‏ 
)2,1( نموذج الانحدار الخطي موجهل SESS EDETE‏ 


)2,8( نماذج التصميم T‏ دق عع م ل O E‏ 


(4,5) نموذج مركبات التباين ID‏ 
0 ) ارين ففففمء ممما دوه 


aba SESE TEC SOSA SS مقدمة‎ )٥,١( 
1غ‎ ERNES النموذج (الحالة الأولى)‎ SLL التقدير النقطي‎ (0,1) 
E التقدير النقطي لمعالم النموذج (الحالة الثانية)‎ (0,1) 
PA بعض النتائج الأساسية حول التقدير بتباين أصغري‎ )3,4( 
eS *5” EEE E E E التقدير بفترة‎ (0,0) 
اختبار الفرضيات 00 ش*غظ3ظ‎ (0,1) 
EAT L A ETT النماذج المخفضة‎ (0, V) 


SE E E فترات ثقة متزامنة‎ )0,( 


)1,1( مقدمة A E I E AE‏ ا 
)1 طريقة الجذر التربيعي e‏ 
)1,1( حساب "5 بطريقة الجذر التربيعي E DESE ESSE‏ 
)1,8( حساب التقديرات النقطية لمعالم نموذج خطي ee eee‏ 


VY esses 


NT ees 


3 نماذج خطية 


)1,0( فترات الثقة لمعالم نموذج خطي 3ط 
)1,1( اختبار فرضية خطية عامة 1111111177777 


neem ahê amaden RSD EES ES تمارين‎ )1,۷( 


0111011111 e EE E مقدمة‎ )۷,١( 


ese E ES 5 التقدير النقطي لنموذج التصميم‎ (V,Y) 
317111 1 1 اختبار الفرضيات وفترات الثقة لنموذج التصميم‎ )۷,۳( 
css REE نموذج التصميم برتبة غير تامة‎ )۷,٤( 
eS See نموذج التصميم أحادي العامل‎ (V0) 
RRS اختبار الفرضيات لنموذج التصميم أحادي العامل‎ )7,1( 


(۷,۷) فترات الثقة لنموذج التصميم أحادي العامل E‏ 
(V,A)‏ تمارين اا 00 


المقدمة 
الحمد لله وحده والصلاة والسلام على من لا نبي بعده.... ويعد» فإننا نضع بين أيدي 
الطلاب والدارسين بالعربية كتاباً نحسب أنه المؤلف الأول في موضوعه يُنشر باللغة 
العربية » وهو تطوير لمذكرة أعطيت لطلاب السنة الأخيرة في قسم الإحصاء وبحوث 
العمليات في جامعة الملك سعود لأكثر من خمسة عشر عاماً. وهو يغطي محتويات مقرر 
في النماذج الخطية» ويتضمن فقرات وبراهين منجمة غير مطلوبة. ولابد من مراعاة 
جدول زمني للفصول المختلفة» وعلى وجه الخصوص تحديد الزمن المخصص 
للفصول الثلاثة الأولى التي تشكل تمهيدا لموضوع النماذج الخطية » وبحيث لا يستغرق 
الزمن المخصص لہذه الفصول أكثر ما ينبغي» وعلى حساب ما هو أهم من الفصول 
اللاحقة. ويتضمن الكتاب عدداً من الأمثلة والتمارين» نأمل أن تفي بالغرض ونرجو 
أن يتكرم علينا الزملاء والقرّاء بأية ملاحظات نستفيد منها في تقديم مادة الكتاب أو 
تثريه وتصوبه في الطبعات اللاحقة. 
المكتبة العلمية العربية ضحلة» مع الأسف» في العديد من فروع العلوم 
المعاصرة » والطريق إلى المعرفة الميسّرة لطالبيها في هذه العلوم هو إثراء المكتبة العلمية 
العربية» وإمدادها JS‏ ما تمس إليه الحاجةء على JI‏ من المترجمات والمؤلفات. 
وكما يحتاج الإنسان العربي إلى الغذاء» ونتحدث عن الأمن الغذائي» فإن الطالب 
والدّارس العربي يحتاج في أيامنا هذه إلى المعرفة ميسّرة له بلغته الأم» وعلينا أن نفكر 


b 


Ss‏ المقدمة 


ونعمل ونحتاط لما يمكن تسميته الأمن المعرفي. إذا كنا نريد أن نتطور وننمو ونتقدم 
فلنكتب ولنبحث ولننشر في ميادين العلوم المعاصرة كافة بلغتنا العربية. نداء نضعه 
تحت نظر ولاة الأمر في البلدان العربية» وبين يدي الزملاء أساتذة الجامعات على 
مستوى الوطن الكبير. وهو نداء يشكل إغفاله ثغرة خطيرة في جدار الأمن القومي. 

الحمد لله حمدا كثيرا Leb‏ مباركا فيه أن أعاننا على إنجاز هذا الكتاب. ونسأله 
تعالى أن يتقبله Le‏ عملا صالحا لوجهه الكريم» فهو من وراء القصد» وهو البادي إلى 
سواء السبيل. 

المؤلفان 


OW) fei) 


معلومات تمهيدية في المصقوفات 


)1,4( بعض العمليات الأساسية في المصفوفات 
تعريف :)١(‏ مجموع مصفوفتين B= (by) «A = (ay)‏ أبعاد كل منهما mxn‏ هو 
مصفوفة (ر») = C‏ أبعادها mxn‏ حیث : 


(i, Cy = ay + by 
Bs «mxn أبعادها‎ A = (ay) حيث‎ AB حاصل ضرب مصفوفتين‎ (Y) تعريف‎ 
: حيث‎ mxp أبعادها‎ C = (cy) هو مصفوفة‎ NXP أبعادها‎ = (,) 


MD Cj =3, ag Dg , 8> #و...و1‎ ; f= l.p 
k=l 


لاحظ أن عملية الضرب 84 غير معرفة ما لم يكن PHM‏ 
)١ , Y)‏ بعض خواص انحددات 
(أ) لتكن A‏ مصفوفة مربعة nxn‏ فعندئذ | "| |Al=‏ حيث A‏ منقول A‏ 
(ب) إذا بادلنا بين سطرين أو عمودين في مصفوفة مربعة فمحدد المصفوفة يغير إشارته. 
(ج) إذا انعدمت جميع pole‏ سطر أو جميع pole‏ عمود في مصفوفة مربعة 


ete‏ محددها. 


(د ) إذا ضربنا جميع عناصر سطر أو عمود بعدد سلمي A‏ يُضرب الحدد بالعدد 
السلمي ». 
(ه) | لق | |8 | |4 | -|هام | » حيث By A‏ كلاهما مصغوفة مربعة من المرتبة نفسها TM‏ 
ai -1 =| |‏ 
la'|=la] swg O‏ 


)5 ) لتكن A = (ay)‏ مصفوفة مربعة nxn‏ إذا حذفنا السطر i‏ والعمود j‏ 
فسنحصل على مصفوفة» لنرمز لها بالرمز «My‏ أبعادها )7-1( x‏ (7-1)» ويسمى محددها 
zaai | M |‏ المصمّرة المقابلة للعنصر ره» ويسمى C17 Myl‏ ولنرمز له بالرمز ره 
العامل المرافق للعنصر cay‏ ويسمى منقول المصفوفة المربعة nxn‏ المتضمنة لجميع 
[al pall‏ المرافقة لعناصر 4 المصفوفة القرينة للمصفوفة 1A‏ 

6 adj A = '(رنه)‎ = (ai) 
ح ) مجموع جداءات عناصر أي سطر (أو عمود) بالعوامل المرافقة الموافقة‎ 
: لعنصر سطر (أو عمود) آخر يساوي الصفرء أي أن‎ 
)1,5( Zaa, ...و12 =( ر4|5|-‎ 
izj والصفر إذا كان‎ i=j حيث رة هي دلتاكرونوكر وتساوي 1 إذا كان‎ 
وبصورة مماثلة يمكن أن نكتب بالنسبة لعناصر عمود:‎ 


Ya, a, =|465, « (bj = 1,2,..., 0)‏ )0 ,\( 
tal‏ 
)١,(‏ معكوس مصفوفة غير شاذة 
لتكن المصفوفة المربعة 4 غير الشاذة» أي 0 |4| e‏ ولنعتبر المصفوفة : 
mM an An‏ 000 
7 4 لے 
“|i Soe Sie‏ 


معلومات تمهيدية في المصفوفات y‏ 


والعنصر في السطر i‏ والعمود ار هو Ty‏ حيث ay‏ هو العامل المرافق للعنصر ره في 
عبارة المحدد | 4 | . ونجد من الخاصة (2) من خواص المحددات أن : 


le y1 s 
GW A.A =A A=] 


حيث I‏ المصفوفة الحايدة. 

وفضلا عن ذلك» إذا كانت B‏ مصفوفة مربعة بحيث إن AB = I‏ وضربنا 
الطرفين من اليسار بالمصفوفة "4» فسنجد "4 = 48 . 4 أو "4 - 8 = 1.8 وبصورة 
AL‏ إذا كان BA = I‏ فإن "4 B=‏ أيضاء وتدعى المصفوفة 47 معكوس (أو نظير أو 
مقلوب) المصفوفة غير الشادّة A‏ 

ويمكن OLS‏ أنه إذا كان Ay Ad... As‏ = © فإن AT‏ 4...4 الم = C7‏ أي أن 
معكوس جداء مصفوفات غير شاذة هو جداء المصفوفات الناتجة عن معكوس كل منها 
ولكن بترتيب معكوس. وإذا كانت A‏ مصفوفة مربعة nxn‏ فعندئذ تصح قوانين الرفع 
إلى قوة : 

(\, A) Æ. AA" , (A*' =A" 
وإذا كانت 4 غير شاذة فتصح هذه‎ ct es من أجل جميع الأعداد الصحيحة الموجبة‎ 
العلاقات من أجل جميع القوى الصحيحة» موجبة أو سالبة أو صفر.‎ 
مفهوم الارتباط الخطي‎ )١,4( 
مجموعة مرتبة من 7 من الأعداد الحقيقية» ونكتب:‎ edan نعني بمتجه × ذي‎ 

x 


: ناد نكي سه للطباعة بين قوسين مربعين ] Xn‏ و...×] X=‏ 


x 


n 


ويمكن أن يكون المتجه X‏ إما متجه عمود» وعندئذ سنكتبه في إحدى الصورتين 
المذكورتين آنفاء أو يكون متجه سطر وسنكتبه عندئذ على الشكل )1.82( = ¥ أي 


مدور أو منقول متجه العمود X‏ ومن المريح اعتبار متجه السطر كمصفوفة 1×۸ 
تتضمن سطرا واحدا ng‏ من الأعمدة» وعندئذ يكون متجه العمود مصفوفة NX]‏ 
وهكذا تنصاع المتجهات للقواعد المعروفة المطبقة على المصفوفات. ومن الواضح أنه 
يمكن التعبير عن مصفوفة A‏ أبعادها mxn‏ على الشكل : 


A = (Xis X2...» Xn) 
A العمود : من المصفوفة‎ pole متجه عمود يتضمن‎ X; حيث يمثل‎ 
: من المتجهات ذات ال ” بعدا‎ m OYI لنعتبر‎ 


X= [xin Xiz «++» Xin] 


Xn 5 [Xmis Xm... | 


km oe cki من الأعداد الحقيقية‎ m إن المتجهات مرتبطة خطيا إذا وجدت‎ Jas 
: ليست جميعها أصفاراء بحيث إن‎ 
(1,4) kixi + kax + ... + kim Xm = 0 

وحيث يرمز 0 في الجانب الأيمن لمتجه صفري ذي ” بعدا. وإذا لم توجد مثل 
هذه الأعداد ck‏ أي إذا تضمنت العلاقة (4 , )١‏ كون 0 - ,)= ... k=‏ = ۸ فنقول 
عندئذ إن المتجهات ال m‏ مستقلة خطيا. 

ley‏ سبيل المثال» إذا كان [2 ,1-,1] = «Xp = ]4,3,-5[ (Xi‏ و[11-,1,6] ير 
فعندئذ 0 = +X‏ يلا 3X1-‏ أي أن المتجهات الثلاثة مرتبطة خطيا. وعلى العكس» فإن 
المتجهات [0 ,0 Vs = ]0, 0, 1[ ء7٠ = ]0, 1, 0[ «Vix [L‏ هي متجهات مستقلة خطيا ؛ 
cki Vi + he Va + ks V3 = [ki, ka, ks] OY‏ ويكون الناتج [ki ka, ks]‏ صفرا إذاء وفقط 
إذاء كان 0= ky = ky = hy‏ 

)١ , 0)‏ رتبة مصفوفة 
نعرف رتبة مصفوفة A‏ أبعادها mxn‏ ولنرمز لها بالرمز r(A)‏ كما يلي : 
r(A)‏ = أكبر عدد من متجهات السطور (الأعمدة) المستقلة في المصفوفة ۸. 


معلومات تمهيدية في المصفوفات 8 


= مرتبة أول محدد غير منعدم من 4. (بمعنى أنه إذا احتوت 4 على الأقل محددة 
صغرى واحدة ذات ”من السطور غير منعدمة» ولكنها لا تحوي أي محددة صغرى 
ذات 1 ++ من السطور غير منعدمة فعندئذ تكون رتبة A‏ مساوية J‏ ). وإذا كانت 0 -4 
قلنا إن رتبة 4 تساوي الصفر. 
ويمكن تبيان أن : 
(أ) إذا كانت A‏ مصفوفة mxn‏ فلا تتجاوز رتبة A‏ أصغر العددين m)‏ ,”). 
(ب) رتبة جداء مصفوفتين AB‏ لا يمكن أن تتجاوز LÍ‏ من الرتبتين (A)‏ أو 
(8)» أي أنها لا تتجاوز أصغر العددين (B)‏ ,(4). 
(ج ) r(A) = r(A’)‏ رتبة مصفوفة A‏ تساوي رتبة منقولها. 
(د ) إذا كانت A‏ مصغوفة nxn‏ ذات رتبة تامة أي أن رتبتها تساوي n‏ وكانت B‏ 
مصفوفة nxm‏ رتبتها ۸ فعندئذ : 
(AB) = k = r(B)‏ 
لاحظ أنه إذا كان OX = OF‏ حيث © مصفوفة cmxn‏ وکل من Y eX‏ متجه 
عمود 1×«» فعندئذ 0 - (0)1-7 liag‏ لا يتضمن »؛ بصورة عامة» أن ۲=0-× أي X=‏ 
۲ء ولكن إذا كانت © مصفوفة مربعة nxn‏ برتبة تامة» أي e(O) =n‏ فعندئذ تكون 
العلاقة 0 - QX- Y)‏ مكافئة للعلاقة 0 - OVEN)‏ "© أي ۲=0 -× أو X=Y‏ 
)١ , 5(‏ المصفوفات امجزأة 
إذا كانت A‏ مصغوفة mxn‏ فعندئذ تشكل المصفوفتان 4 وأبعادها mxn‏ ود4 
وأبعادها mxm‏ حيث + = يه + » تجزئة للمصفوفة (A‏ ونكتب: 


mxm| mxm 
2-5 


ور > وم + رس و 3 


ة ماثلة » o Se‏ كتابة مصفوفة B‏ أبعادها nxs‏ بصورة مجزأة كما يلى : 
وبصور £ مصعو بصورة UF‏ : 


maxs 
B= =. ورم + رز‎ > 
B, 


ويمكن cA ALS‏ منقول A‏ على الشكل : 


وبالطبع OS‏ التجزيء إلى أكثر من مصفوفتين» ويمكن التحقق من أنه يكن 
كتابة48 = ع على الشكل : 


A 2-140 +A,B,] 
2 
لو كانت:‎ awe وبصورة‎ 


mm 
C man | و‎ 
Cal a |? :]م‎ | 
C, 
على‎ mxr وأبعادها‎ CD فيمكن كتابة المصفوفة‎ r= ويم + ,م‎ m= m +m حيث‎ 
: الشكل‎ 


(\, \*) CD= C.D, CD, 
CD, CD, 


حيث CiD;‏ أبعادها mar‏ وهكذا. 
)١ ,۷(‏ أثر مصفوفة 
إذا كانت A‏ مصفوفة مربعة men‏ فإن مجموع العناصر القطرية ,ل يسمى أثر 
المصفوفة A‏ ونرمز له dale‏ بالرمز r(A)‏ وهكذا نكتب: 
Da,‏ - )م 01,110 
ومن السهل OLS‏ أن : 


05 tr(A + B) = tr(A) + tr(B) 


معلومات تمهيدية في المصفوفات ۷ 
وإذا كانت C‏ مصفوفة Dy nxm‏ مصفوفة mxn‏ فعندئل : 
AW tr(CD) = (DO)‏ 
A)‏ 1( نظام معادلات ah‏ 
لنعتبر نظاما من m‏ من المعادلات الخطية في ” من المتغيرات oe e‏ ,×: 


aX + ... + ره‎ = bi 


(y, 18) ترجه + ... + ترجه‎ = b2 
Aa FF cca ag = Om 
: برموز المصفوفات كما يلى‎ (1, ١5( ويمكن كتابة المعادلات‎ 
(\, 10) satis 
: حيث‎ 
ID ررك‎ An ve Ay x, b, 
an a, an azn X= X2 pe b, 
Ami Am2 Amn x, by 


وإذا وضعنا المتجه 8 كمتجه عمود أخير مضاف إلى المصفوفة 4 تسمى مصفوفة 
المعاملات 4 عندئذ المصفوفة الموسّعة. ونواجه عند حل نظام المعادلات )10 ,1( 
الحالات التالية : 

الحالة الأولى. لنفرض n=m‏ و(4|8): == (4): فعندئذ يوجد حل وحيد. 

الحالة الثانية. لنفرض n= m‏ وم > ۸ = (4): فعندئذ إما: 

)1( النظام غير متسق إذا كان r(A) > r(A |B)‏ ولیس له حل. 

(ب) النظام متسق إذا كان r(A | B)‏ = (7)4 وللنظام عدد لا نهائي من الحلول. 

إذا كان المتجه B‏ صفرياً أي إذا كان نظام المعادلات على الشكل : 


(1,۷ on 


A‏ نماذج خطية 

فنقول إن لدينا نظاما من المعادلات الخطية المتجانسة» m)‏ معادلة في ” من 
الجاهيل). لنفترض أن رتبة مصفوفة المعاملات 4 تساوي ‏ فعندئذ يمكن تبيان ما يلي : 

)1( إذا كان r= n‏ فإن نظام المعادلات يمتلك فقط الحل التافه (0,...,0 ,0). وإذا 
كان ” r<‏ فنستطيع دائما إيجاد n -r‏ من الحلول المستقلة خطيا بحيث يمكن التعبير عن 
كل حل للنظام كتركيب خطي في هذه الحلول. وبالتالي فإن نظاما كهذا يمتلك دائما 
حلا غير الحل التافه إذا كان im < n‏ 

(ب) يكون لنظام n‏ من المعادلات الخطية المتجانسة في ” من المجاهيل حل آخر 
غير الحل التافه (0....,0 ,0( إذاء وفقط إذاء كان محدد مصفوفة المعاملات منعدما. 

)1,4( الجذور المميزة 

لتكن A‏ مصفوفة مربعة Ay‏ عدد سلمي» oud‏ المعادلة 0 -21/-4| المعادلة 
المميزة للمصفوفة 4 وهي من أهم المعادلات في الجبر الحديث. وتسمى جذور هذه 
المعادلة كمعادلة في 2 الجذور المميزة (أو الجذور الكامنة) للمصفوفة 4. 

( أ ) لتكن A‏ مصفوفة nxn inya‏ ولنرمز ب pyet On‏ قيم كافة المحددات 
المصعرة الرئيسة التي تتضمن m‏ سطرا (نقول إن محددة مصغرة هي محددة مصغرة رئيسة 
إذا كان ترتيب ما اخترناه لها من أسطر متفق تماما مع ترتيب ما اخترناه لها من أعمدة» 
مثلا إذا كانت أبعاد الحددة المصغرة 3 × 3 وتضمنت السطر الأول والثالث والخامس 
من سطور المصفوفة 4 فإنها تكون محددة مصغرة رئيسة إذا كانت أعمدتها هي العمود 
الأول والثالث والخامس أي أنها مشكلة من pole‏ 4 الواقعة في تقاطع الأسطر el‏ 3 


5 مع الأعمدة 1» 03 5). فيمكن تبيان أن الدالة المميزة للمصفوفة 4 هي : 
(Aon + |4|‏ +...+ "مه + \A) f(A) = |A-al| = AY"‏ ,\( 


= 5 (-A)"" a 


m=0 


حيث 1= 5 و|4|-ه. 


معلومات تمهيدية في المصفوفات 4 


مغال توضيحي. لتكن المصفوفة : 


2 4 -2 
A= 2 -2 
-2 -2 -l 


لدينا 1 =0: 3= 062+2-1. 


eet i el le 24,0, =|4|=28 
ue ee AIS |, 


وبالتالي : 
8 +1 24 + 322 + ثم - = fA)‏ 

(ب) إذا كان رمء....,ه الجذور المميزة للمصفوفة 4 فإن الجذور المميزة 
للمصفوفة ۸4-۸1» حيث k‏ أي عدد حقيقي » هي Ok‏ 6 يه » ... » )-ر. 

(ج) إذا كانت ,© ye...‏ الجذور المميزة للمصفوفة A‏ فيمكن بسهولة تبيان أن : 

)1,19( ,هر‎ =r(4) : TIe =A 

أي أن مجموعها هو أثر المصفوفة وحاصل ضربها هو حدد المصفوفة. 

(د ) (نظرية :)١‏ لتكن A‏ مصفوفة مربعة #“ام» جذورها المميزة Qs... 66 Oy‏ 
مضاعفة «ء<<» ve.‏ مرة» على الترتيب. فالشرط اللازم والكافي لتكون A‏ مشابهة 
لمصفوفة قطرية هو أن تكون رتبة المصفوفة اه - A‏ هي my‏ وذلك من أجل أي جذر 
J =1,...8 6 a‏ 

(a)‏ ليكن a‏ جذرا مميزا لمصفوفة 4 فعندئذ يوجد متجه غير تافه × بحيث إن 
جه = AX‏ ذلك لأنه يمكن ALS‏ هذه العلاقة الأخيرة على الشكل 
(A - ax = 0‏ وهو نظام من المعادلات المتجانسة في مركبات X‏ وبما أن 
0 > 11» -4| بالفرض فهذا يضمن وجود حل غير تافه X‏ ويسمى مثل هذا JH‏ ×» 
المتجه المميز gi)‏ الكامن) للمصفوفة 4 المقابل للجذر المميز . 


ê‏ نماذج خطية 
)١ ,٠١(‏ المصفوفات المتناظرة والمصفوفات المتعامدة 
نقول إن مصفوفة A‏ أبعادها nxn‏ متناظرة إذا كانت مساوية لمنقولما '4 = 4 أو 
بره = (i j= 1,2,..., N) cay‏ ونقول إن مصفوفة مربعة P‏ متعامدة إذا كان معكوسها 
يساوي منقولها أي PTP‏ ونذكر فيما يلي بعضا من الخواص المهمة. 
)1( الجذور المميزة لمصفوفة متناظرة هي جميعها جذور حقيقية. 
(ب) نقول إن متجهين Deen)‏ = × و[,ل....رسن = ۲ متعامدان إذا كان 
جداؤهما الداخلي صفراء أي أن 0 = ,ر ,× S‏ أو بلغة المصفوفات Y'X=X'Y=0‏ 
fl‏ 
والمتجهان المميزان المقابلان لجذرين مميزين مختلفين لمصفوفة متناظرة هما متجهان 
متعامدان. 
(ج) معكوس مصفوفة متعامدة هو بدوره مصفوفة متعامدة. 
(د) تكون مصفوفة P = (py)‏ متعامدة بالنسبة لسطورها إذاء وفقط إذاء تحققت 
الشروط: 
YE) ÈP Pj =O; , (j= 1.....(‏ 
أي إذاء وفقط إذاء كان 1 = ۲۲. 
(ه) تكون مصفوفة P = (py)‏ متعامدة بالنسبة لأعمدتها إذاء وفقط إذاء تحققت 
الشروط: 
(j =1...)‏ درة- رط LP,‏ (1,71) 
أي إذاء وفقط إذاء كان 1-م '۲. 
(و ) المصفوفة المتعامدة بالنسبة لسطورها متعامدة أيضا بالنسبة لأعمدتها 
Sally‏ بالسكس: 


G)‏ إذا كانت P‏ مصفوفة متعامدة فإن 1 += |م|. 


معلومات تمهيدية في المصفوفات \\ 
(ح) الجذور المميزة لمصفوفة متعامدة (عناصرها أعداد حقيقية) هي إما 1+ أو 1-. 
(ط) لتكن A‏ مصفوفة متناظرة nxn‏ جذورها المميزة Op bee 6 QL‏ فتوجد مصفوفة 
متعامدة ‏ بحيث يكون (,2,...رنه) .P'AP = diag‏ 


توضيح: لتكن المصفوفة : 
#1 2- 1- 
2- 2 2-|= 
1- 2- 1 


أوجد مصفوفة متعامدة P‏ بحيث تكون P'AP‏ مصفوفة قطرية. 

حل: 0 - 124-16 - = f(A)‏ » جذورها 4» 6-2 2-. وفي مقابل الجذر 4 Jat‏ 
على متجه ميز موافق بأخذ حل للنظام من المعادلات المتجانسة 0 = ×|/4- 4|. ورتبة 
مصفوفة المعاملات /4-4 هي 2 وذلك وفقا للنظرية في (د) من الفقرة )9 .)١,‏ 

لنأخذ المعادلتين الناتجتين من السطرين الأول والثاني من 4-41 فنجد : 

0 > ود + و22 - ردة- © 22-0 + 2 - -2x1‏ 

لنأخذ 1 = بد مثلاء فنجد بعد التعويض معادلتين مستقلتين في × ويد هماء 
-5x1 - 2× = -1‏ و2 = 2x2‏ - ×2- وبحلهما نجد متجها jee‏ (أو متجها لا متغيرا) مقابلا 
للجذر المميز 4 وهو )1 ,2- ,1). أما رتبة /2 + 4 الموافقة للجذر المميز المضاعف 2- فهي 
1. ونظام المعادلات المتجانسة 0 = ×|/4+2| يكافئ معادلة واحدة. لنأخذ المعادلة 
الناتجة عن السطر الثالث فنجد 0 = :و« + :22 - × وبوضع1 = x3‏ = و« تصبح المعادلة × 
1-0 - وحلها 1 = ,×» وهكذا نصل إلى المتجه المميز (اللامتغير) الأول المقابل للجذر 
المميز المضاعف 2-. Key‏ أن للنظام في هذه ILI‏ حلين مستقلين خطياء وسنجد JH‏ 
الآخر بحيث يكون متعامدا مع الحل الأول(1 ,1 ,1) . ولبذا الغاية نضيف إلى المعادلة 


Xx 
التي تعبر عن شرط التعامد» ثم نختار حلا‎ aofa oasa ae ا‎ 


x3 
للمعادلتين معا فنجدء مثلاء )1- ,0 ,1). والمتجهات الثلاثة الناتجة تشكل » بعد كتابتها‎ 
المطلوبة» وهكذا نكتب:‎ P بالشكل الناظمي » أعمدة المصفوفة المتعامدة‎ 


aL 


V2 
P'AP = diag (4, -2, -2) ويمكن بسهولة التحقق من أن‎ 
الصيغ التربيعية‎ (1, 14) 
»,د إذاء وفقط إذاء‎ ... ty نقول إن © صيغة تربيعية في « من المتغيرات‎ (1) 
: كان‎ 


sl- èl- $d- 


Q=} 54; x; x; =X AX 


fal fl 

وتسمى المصفوفة A = (ay)‏ مصفوفة الصيغة التربيعية. وسنفترض أن A‏ متناظرة. 
لتكن ” رتبة 4 فنقول إن الصيغة التربيعية © هي من الرتبة or‏ وإذا كان r< n‏ فنقول إن 
الصيغة التربيعية شاذة. 

(ب) نقول عن مصفوفة A‏ محددة موجبة إذا كانت الصيغة التربيعية ×4× = © 
موجبة من أجل أي ±0 ×. Shiny)‏ إن © صيغة تربيعية محددة موجبة إذا كان 0 < 2 لكل 
0 ). ونقول إن مصفوفة A‏ موجبة نصف محددة إذا كان 0 < ×4× - © من أجل أي 
0 × (ويقال إن © صيغة تربيعية تحددة نصف موجبة إذا كان0 < 2 لكل0 ئ[). 


لنأخذ كمثالين توضحيين : 


معلومات تمهيدية في المصفوفات ١‏ 


{3 
a-x( 1 


-1 
x-aes 3x} -2x,x, 
3 2 


فهي dm yo‏ محددة إذ يمكن كتابتها على الشكل : 


ومن الواضح أنها أكبر من الصفر لأي (0 ,0) * (ry x)‏ = /ا. ونقول إن 
j‏ 4 مصفوفة موجبة محددة. 

أماء ox, 1 = +f =2 G5 =a)‏ فهى موجبة نصف 
محددة لأنها أكبر أو تساوي الصفر X= (x1, x2) < (0, 0) CY‏ ومن الواضح أن كل متجه 
)22 ,,:) حيث × = × سيجعل 0 = O‏ بينما لا يمكن أن تصبح ,0 مساوية للصفر إلا 
في حالة واحدة وهي عندما يكون 0 = × = ر×. 

1 -l 

ونقول إن المصفوقة | | 

(ج) الشرط اللازم والكافي لتكون مصفوفة متناظرة مربعة 4 موجبة محددة هو 
أن تكون جميع اللحددات المصغرة الرئيسة فيها موجبة و0 <|4|. 

(د ) إذا كانت المصفوفة 4 أبعادها m × n‏ من الرتبة m‏ فإن المصفوفة المربعة AA!‏ 
موجبة محددة. وإذا كانت من الرتبة n‏ فإن المصفوفة المربعة A'A‏ تكون مصفوفة موجبة 


محددة. 


|4 مصفوفة موجبة نصف محددة. 


)١, AY)‏ بعض العلاقات المهمة في حالة مصفوفات مجزأة 
لتكن المصفوفة المربعة E‏ أبعادها mxm‏ ولنجزئ المصفوفة كما يلي : 


PT p mp 
== XY, Zp 
2a Ln 


لنعرّف المصفوفة : 


1 


Pp m-p 
B I O 
A f 
m-p 
فعندئذ:‎ 
BYB'= Zi ; thie. 
AX,, +2, AZA +A +AX,,+Zy 


لنفرض OV‏ أن < متناظرة ومحددة موجبة» فعندئذ يكون: 
رول > =Z n‏ ررلظ =D,‏ يون ,0 < | ير| ,0 < | Eu‏ 
Say‏ 4 بحيث يكون 0 = < + AEn‏ أي ]2,2 -=4 فعندئذ يمكن كتابة : 


| 0 ]مم 
ور Èn = Dan‏ 0 


ومن الواضح أن 1= 1B]‏ وبالتالي: 
En Zn‏ 22- مدظ|أرك|- رع ره ااع زه هده 


ومنه نجد العلاقة المهمة التالية: 


Ci; YY) |= lenll -Z,, Ži Z2 
| ولو أننا أخذنا:‎ 
lo 4 
B= 
O d 
022 |= Ele, -2 2 =e Za 


لنفرض الآن أن 5 =7» أي أن : 
ea a | di 1‏ 
Za Enja Yn} LO 1‏ 
فسنجد المعادلات المصفوفية الأربع التالية : 


Ln Vuta =] , Zn يوكلا‎ + Z2 يلا‎ > 0 
Lay Vip + Z22 روا‎ =0 , Lay يرلا‎ + En Vn =I 


معلومات تهيدية في المصفوفات 
ومن هذه المعادلات نستنتج أن : 

BZ‏ و ريه عور 3 DID‏ تج از 
وكذلك: 

E = =a Va Va > يولح يوه‎ Var Mi Ma 
يمكن أن نكتب:‎ (V YE) ومن‎ 

1= Pal Ea -27 Ent ور‎ 
le CV. VEG CV YY) ومن‎ 
2l l= [En] 
أن:‎ )١ و(15,‎ )١ YY) وبصورة مماثلة نجد من‎ 
[=| l= 2 aol 


)١, 1%)‏ اشتقاق المصفوفات 


\o 


(\, Y£) 


(\, Yo) 


cf, 7) 


(\, YY) 


ð 3 è وق‎ © s SAn 
«mx المتجه العمود من المؤثرات س( وهو متجه‎ aa PRL سنعني‎ 
1 m = 


ô 1‏ \ 2 ا 5 
ونعني بالجداء 056 المصفوفة mxm‏ من المؤثرات : 


0 GH 0 
ôa? aða, OLANA 
a 0 0 
da,da, da 00:00 
a a a 
0a,,0a, 0a,0a,, da 
: هنا الحالتين‎ sling 


Ze R) (i)‏ حيث R‏ مصفوفة mxm‏ من الثوابت و(م04,...,)ه) = له. 


ii‏ نماذج خطية 
وفي هذه الحالة يكون: 


0 , 0 m 
aE R)= رمك‎ Zar. Leite 


| 


وهكذا يكون: 
(السطر i‏ من e R)= sss Tim) (R‏ 
وبالتالي : 
السطر الأول مق 7 .2 YA)‏ ,1( 
0a;‏ 
ð bal‏ 
\ الثاذ R:‏ 1 5 
2G R)=| a, | (æ R)= a =R‏ 
0a 8‏ 
5 


السطر ”من On R‏ 
(ب) سنجد كد مشتق الصيغة التربيعية © © في المتغيرات a‏ حيث as R‏ © كما 
عرفناها في ( أ eC‏ لدينا هنا : 


2 Ra aro- مأ‎ a, 3 


i=l j=l 
0 m 
ET 27 Qaj tt Dy a, a, tt r a, Cj 


وبالاشتقاق بالنسبة إلى به نجد: 


2 , m 
ha Ra)j=n, a, +. a, +h a, [++ an 


7 


= Dry a, +1 a; + jaj 


= Enya j +7, رع‎ - (7; +), 


doh,‏ ”,...,1 -: نجد: 


معلومات تمهيدية في المصفوفات \y‏ 


Ey +1) soos Em +94)‏ عا 


=] j=l 
: او‎ 
2 (a'Ra)=(R+ Ra 
da 
: متناظرة فعندئذ‎ R وإذا كانت‎ 
(3, Y4) © قو‎ 3R 
da 
تحويل المتغيرات‎ )١, ٠١( 
تحويل 1 من مجموعة المتغيرات ود إلى المجموعة‎ x = Cy ليكن‎ 
مصفوفة التحويل و0 أ |. والمحدد التفاضلي للتحويل (أو‎ C حيث‎ cy’ = (Yis Ym) 
يعقوبي التحويل) هو:‎ 


2 


هه اي 


ox; 
oy, 


حيث = (Dy‏ ولكن لدينا: 


3 


98: 


m 
x= > Cy Wy 9 E 
دز‎ 


وبالاشتقاق نجد: 
= ر( = « ...1= رن آی (aTa) Il=lcl ssc‏ 
Gj =1,...m) « eZ, Wy =c;‏ أي 3 å‏ , 


لنفرض الآن أننا نحول من My‏ × ومصفوفة التحويل هي Cl‏ أي ± !© y=‏ 
فنجد وفقا للقاعدة في ol, Ye)‏ الحدد التفاضلي لهذا التحويل هو =|" ).أي أن 


الحدد التفاضلي للتحويل ± + برهو مقلوب الحدد التفاضلي للتحويل يرج ع. 
)10 ,1( المصفوفات متساوية القوى 
نقول إن مصفوفة مربعة A‏ متساوية القوى إذا كان : 
A4.4=4 =A‏ 0,۳۱ 
( أ ) تتصف هذه المصفوفات بأن جذورها المميزة هي إما 0 أو 1. ولرؤية ذلك» 
ليكن a‏ جذرا نميزا لمصفوفة متساوية القوى cA‏ و المتجه المميز المقابل لهذا الجذر 
ax-Ax=AAx=A(ax)=@Ax=a@x‏ 
أي أن 0 = ±( (a-‏ أو 0 = a-‏ وبالتالي » تساوي 0 أو 1. 
ولب pS‏ مابات رور EAR a| 3 Gal‏ 
كل منهما صفر مع أن 4 * 4 . 4. وسيكون العكس صحيحا ]13 كانت A‏ متساوية 
القوى ومتناظرة. وسنبين ذلك في التمهيد التالي. 
نظرية (؟): لتكن 4 مصفوفة متناظرة فالشرط اللازم والكافي كي تكون A‏ 
متساوية القوى هو أن تكون جذورها المميزة إما صفر أو الواحد. 
برهان: 
١‏ - لزوم الشرط. تم برهانه أعلاه. 
-Y‏ كفاية الشرط. لنفترض أن جذور 4 هي إما 0 أو 1 فتوجد مصفوفة متعامدة 
م بحيث يكون: 
diag (l, 1, ..., 1, 0,....,0)‏ د زد P'AP‏ 


معلومات تمهيدية في المصفوفات ۱۹ 


: كتابة‎ OV ويمكننا‎ 
A.A=(PAP’)(PAP)=PAAP'=PAP'=A 

وهو المطلوب. 

(ب) من )14 )١,‏ ومن حقيقة أن رتبة أي مصفوفة مربعة تساوي عدد جذورها 
المميزة غير المساوية للصفر نجد أنه من أجل أي مصفوفة A‏ متساوية القوى أبعادها mxm‏ 
لدينا: 

(9 Ai, =r(A)= >a, =1r(4) 

(ج) نلاحظ أن المصفوفة الوحيدة غير الشاذة ومتساوية القوى mxm‏ هي 
المصفوفة المحايدة (الواحدية) ,,/. ذلك لأنه إذا كانت A‏ غير شاذة ومتساوية القوى mxm‏ 
فإن 4 "4 = 4 4 4 أو ۾[ Im A=‏ أو ما A=‏ 

(د) ومن المفيد ملاحظة أنه إذا كانت A‏ مصفوفة mxm‏ متساوية القوى فإن 
المصفوفة 4 - Im‏ هي بدورها مصفوفة متساوية القوى» ذلك لأن: 

(rr) (/-—A) (I-A) > [ - ار + إر - فر‎ 4-1 - 4 

نظرية ("): إذا كانت A‏ مصفوفة mxm‏ متناظرة موجبة محددة فيمكن DLE]‏ 

مصفوفة مثلثة T‏ وحيدة بحيث يكون .T'AT= Im‏ 


برهان*: لتكن المصفوفة المربعة u‏ 4 1 = 0 حيث y'= (tym)‏ فلد 


In 


i=l j=l 
a, U? + 2a, u, u, + T +2a,m Uy Up 
+a, U + ور20‎ U, U, + e +2a,m Uz Uy 
+a, u? + 5i + ,م20‎ Uz Up 


Nia‏ نماذج خطية 
ويمكن التعبير عن السطر الأول بالطريقة التالية» إذ يمكن أولاً كتابة : 
Hamra) =2 attra (ka) avn) |‏ 
وبالتالي يمكن كتابة السطر الأول وهو الطرف الأيسر من العلاقة التالية كما 
= 


1 2 ad 1 
Hai +2a u, >, aju; |= ae + Atz +... + Aly y FA Lu, u; 
j=2 


11 i=2j=2 Ay 
: JSAM وتصبح © على‎ 
2 
a az Aim ا‎ _ 
0 l a T ia -| “(e = ) 
فعندئذ‎ wi وللكمية بين قوسين بالرمز‎ aj للكمية كك‎ by بالرمز‎ OV لنرمز‎ 


يكون: 


Q= wî + Eu, b, =w +Q, 


i=2 j=2 


وبإعادة العملية نفسها على الصيغة © نجد: 


2 
m m b. b. 
EZ bju u = | by u, + سف +... + ريا حت‎ un 
- ' ع‎ aA | 22 “2 E 2 b, 


i=2 j=2 
m m b,b. 
+E Yuu, 0 = 
3ز‎ 22 


زيط 


6 ١ 
: تساوي الكمية بين قوسين نكتب‎ wry ey ويأخذ - راع‎ 
22 


Q= =w يق‎ + De, U; j 


i=3 j=3 
وبإعادة العملية نفسها حتى الحد الأخير نجد:‎ 
O =v? +w} +... +W =w'w 


ولدينا الآن: 


معلومات تمهيدية في المصفوفات Yj‏ 


Wı =f Ui + وزكر‎ 2 + ... + fim Um 


w= Sir Uz + ... + fom Um 
w= a 13 + ... + fom Um 


0001 ا 
fanti: 25-5‏ الخ. وني السطر الثاني Bio tia Jon‏ 


é fis رهد‎ LS وق السطر‎ 


Smm 
7 حيث‎ u = 7 w لنعرّف7 بحيث یکون '۴ = 7 فعندئذ‎ cu = F' WOW 
وهى‎ Age '/ة > 0 من‎ Au=w TAT Ww مصفوفة مثلثة عليا. ولكن الصيغة التربيعية‎ 


تساوي على الوجه الآخر ww‏ ومن المطابقة 


w T’ATw=w'w 
.7"' 4 7-1 نجد النتيجة المطلوبة‎ 
فالشرط اللازم‎ nxn جملة من المصفوفات المتناظرة‎ 4,2... ٠4, لتكن‎ :)٤( نظرية‎ 
(CACO... (CAC DGA والكافي كي يوجد تحويل متعامد © بحيث تكون المصفوفات‎ 
أن جميع المصفوفات ,4 متناظرة‎ ey ور‎ i جميعها قطرية هو أن يكون ر44 متناظرا لكل‎ 
متناظراء إذا وفقطء إذا كان ,4» ر4 قابلين للتبادل أي :4ر4 = رامرا.‎ AA) فسيكون‎ 


YY‏ نماذج خطية 
)1 ,1( الفضاءات والإسقاطات* 

نعلم أن (EAn)‏ = يد Oe dng‏ = لر حيث xy‏ ورر أعداد حقيقية » ,...,1,2 = ن 
تمثل متجهات (أعمدة) في ۸. ويصبح R'‏ فضاء إقليديا عندما نحدد معنى لمفهوم 
«الطول» و«الزاوية». ونعرف طول متجه × أو [x]‏ بأنه: 

|x| - (£ 3 i 

وبما أن الجداء الداخلي في R‏ هو © x! y= |x| |ylcos‏ فيمكن تعميم الفكرة إلى 

: وي بأنها‎ x فنعرف الزاوية 6 بين متجهين‎ R" 


, 


(\, ¥£) 


(\, Yo) 


6 - “ومن‎ ib] 


ونذكر أن x‏ ویر متعامدین إذا كان 0 =6 ecos‏ أي ]13 كان 0 -x v=‏ والآن فإن أي 
k‏ من المنجهات المستقلة ,«ء ...»× في Ry‏ حيث 7 >4 تولّد فضاء جزئيا ذا k‏ من الأبعاد 
Se‏ حيث Sec R"‏ لنعتبر OII‏ مصفوفة مربعة A‏ أبعادها nxn‏ فلدينا المصطلحات التالية : 
)1( نقول إن M‏ الفضاء العمود أو الفضاء الصورة للمصغوفة MCR" 6A‏ © إذا 
كان أي متجه z‏ ينتمي إلى M‏ معطى بالعلاقة ± 4 - 2» حيث + متجه في "۸. (نلاحظ أن 2 
تركيب خطي في أعمدة A‏ أي أن ,ره م× + ... + ره ×١‏ =2 حيث زه متجه العمود i‏ من CA‏ 
وبصورة رمزية نكتب : 
M= {zl z=Ax,xeR}‏ ۳0( 
(ب) نقول إن المتجه x‏ قد حوّل إلى المتجه z‏ وفق المصفوفة A‏ إذا كان x‏ 4 =2. 
انتحدث أحيانا أنه يتم مسح نقطة ‏ في "۸ إحداثياتها (n)‏ = # إلى نقطة © 
إحداثياتها Gtr)‏ = < حيث × 4 = عا ونشير أحيانا إلى مسح x‏ إلى hz‏ مسقط x‏ 


على . 


معلومات تمهيدية في المصفوفات yy‏ 


(ج) لنعتبر المصفوفة A‏ والفضاء الصورة M‏ نقول إن 4 تُسقط R"‏ إسقاطا متعامدا 
على M‏ إذا كان  - A x‏ متعامدا مع أي متجه في ؛ وذلك Li‏ كان x‏ ونقول عندئذ 
إن 4 تعرّف إسقاطا متعامدا. 

ونمثل في الشكل رقم )١ , ١(‏ تمثيلا هندسيا لإسقاط متعامد. وتمسح المصفوفة A‏ 
النقطة P‏ من "8 التي إحداثياتها x’‏ إلى النقطة © من M‏ وإحداثياتها az = (A x)‏ 
وبصورة يكون معها ما يُسمى بالمتجه الراسب من ۶ إلى 0: أي -1) = 4 - عر =2 - ير 
Ade‏ متعامد مع كل متجه في M‏ وبصورة خاصة» متعامد مع المتجه ± 4 = 2. ونقول 


عندئذ إن 4 تعرف إسقاطا متعامدا. 


الشكل رقم ١(‏ ,1( تفسير هندسي لمسقط النقطة P‏ إسقاطا متعامدا على M‏ 


)١, 1V)‏ المصفوفات متساوية القوى والإسقاطات المتعامدة* 
الحقيقة المهمة حول الإسقاطات المتعامدة هي صلتها الحميمة بالملصفوفات 
متساوية القوى كما تفصح عنها النظرية التالية : 
نظرية (ه): تعرف المصفوفة A‏ إسقاطا متعامدا إذاء وفقط إذاء كانت متناظرة 


ومتساوية القوى. 


7 نماذج خطية 
برهان: 
(i)‏ لزوم الشرط. لنفترض أن A‏ تسقط "۸ إسقاطا متعامدا على cM‏ وعلى وجه 


الخصوص c‏ متعامدا مع المتجه Ay‏ حيث Shy‏ متجه ينتمي إلى eR"‏ أي أن : 
0 >4 - حم (AJ)‏ 


A 


او: 

yA'x=y لك‎ 4x  , xyeR gY 

فعندئذ يكون: 

4 '4 = '4 أو 4 '4 = 4 وبالتالي 4 '4 = '4 = cA‏ أي أن 4 متناظرة ومتساوية 

القوى. 

ب) كفاية الشرط. نفترض هنا أن =A‏ 4 و4 4 = 4» وبالتالي 4 '4 = '4 ما 
يسمح لنا بكتابة. 

YA x=yA'Ax xyve 8" لكل‎ 

وبالتالي : 


(Ay) @-Ax)=0 
إسقاطا متعامدا.‎ A متعامد مع ± 4 -ي» وتعرف‎ A y أي أن‎ 


)١ , ۱۸(‏ تمارين 


: حيث‎ 8 cA لتكن المصفوفتان‎ - ١ 


4 -3 3 0 1 -i 
B=|2 SI 2 + Asis -2 3 
-3 3 -2 2 -2 3 

والمطلوب التحقق ما يلي : 


2 
=f‏ |ھ +4( |= 8= 4 : 82-0دي) 


Yo تمهيدية في المصفوفات‎ ole glee 


as ثم أوجد‎ «Adj A أوجد‎ 


: بين أن محدد أي مصفوفة من الشكل‎ - Y 
P mp 


(e a) 
mp9 An 
|4| lAl يساوي‎ 
نان‎ § 
tr(CD) = (DC) « (A + B)= tr(A) + tr(B) 
.)١, ۱۹( برهن العلاقة‎ - 0 
A polis متناظرة فإن مجموع مربعات‎ mxm بين أنه إذا كانت 4 مصفوفة‎ - ١ 
يساوي مجموع مربعات جذورها المميزة.‎ 
.)ب١,٠١( برهن‎ - ۷ 


۸ - لكل من المصفوفتين المتناظرتين التاليتين أوجد مصفوفة حقيقية متعامدة م 


بحيث يكون P'AP‏ مصفوفة قطرية. 
6 2 9- 4- 6- 3 
6 9- 2إدي4 « |2 4 A=|-6‏ 
7 6 6 1 2 4- 


AY, YO) و‎ (V, 48) أثبت العلاقتين‎ - ٩ 


٠‏ - بين أن الصيغة التربيعية Ay‏ 'يرحيث» 


y‏ نماذج خطية 


تساوي - 20- 
١‏ - تحقق بصورة عامة من العلاقة : 
y Ay=y 0, =) =0, =»‏ 
حيث Jy‏ مصفوفة nxn day ya‏ جميع عناصرها تساوي 1. 
VY‏ ليكن Oy.)‏ = #«أوجد المصفوفة 4 للصيغة التربيعية ۶ حيث 


: لتكن الصيغة التربيعية‎ - 1 
0 - 62 +3x? +4x,x, +X +2x,x, +X +x,x, +2x,x, 
00 ‘ 
= اوجد‎ cx’ Ax الشكل‎ wasil 
Ox اوح‎ 6X x JS م على‎ - 
: حيث‎ »0 - «2 Bx لتكن الصيغة التربيعية‎ - ye 
3 -1 


2 
B=|1 1 2 
3 4 l 


(أ ) اكتب الصيغة الجبرية Waal‏ ل 0. 
(ب) احسب 0 في صيغتها المصفوفاتية Gy‏ صيغتها الجبرية المفصلة وتحقّق 
من تطابق الناتجين. 
6 - ليكن 1 = 7< حيث E‏ مصفوفة on‏ اكتب المعادلات الناتجة عن هذا 
الجداء بعد تجزيء Vy E‏ ثم بين بالاستفادة من )١, YE)‏ أن En‏ يرظ- د 7 ⁄. 


معلومات تمهيدية في | لمصفوفات 


75 - لتكن × مصفوفة nxp‏ رتبتها <n) cp‏ م). 
(أ ) بين أن المصفوفة × 207 )× متساوية القوى ورتبتها م. 


(ب) بين أن المصغوفة LX 20 X‏ متساوية القوى ورتبتها an - p‏ 


¥ 


pce) 


التوزيع الطبيعي بعدة متغيرات 
وتوزيعات المعاينة اللامركزية 


(Y , ١(‏ مقدمة 
سنستعرض في هذا الفصل التوزيع الطبيعي بعدة متغيرات وتوزيعات تي وكاي مربع 
وإف اللامركزية. واستخدام جداول القوة بالاستفادة من التوزيعات اللامركزية. 
تعريف :)١(‏ نقول إن التوزيع المشترك للمتجه العشوائي SPM Am)‏ 
التوزيع الطبيعي بعدة متغيرات» إذاء وفقط إذاء كانت دالة الكثافة المشتركة : 


00,1 E 
E E] 


حيث D‏ مصفوفة mxm‏ متناظرة موجبة محددة سنرمز للعنصر ij‏ منها بالرمز Oy‏ 
وسنری أن ببر = EK)‏ حيث yp‏ العنصر i‏ من المتجه ير وأن ره = X)‏ ,)م0 
وت = VX)‏ ويسمى المتجه بر المتجه المتوسط» وتسمى المصفوفة D‏ مصفوفة التباين 
اشاي gl‏ ضارا رة adl‏ 

نظرية :)١(‏ تكامل دالة )۲,١( BUS‏ فوق الفضاء الإقليدي ذي m‏ من SL‏ 
يساوي الواحد. 
أي أن : 

temic} nt -1‏ م جب J]‏ | ف 


YA 


y.‏ نماذج خطية 


برهان: لنقم بالتحويل بم - > U=‏ » فقيمة iH‏ التفاضلي لبذا التحويل تساوي 
الواحد» ويصبح التكامل في (Y.Y)‏ على الشكل : 


“eve isha‏ فكو 
J-J Cony‏ 


-0 


op] 2| i 
Lah Tithe B gical) فيمكن‎ BAe مصغوقة معاظرة موجبة‎ D وتها أن‎ 
4اء فا محدد التفاضلي لبذا التحويل هو |7|. ولكن‎ = Tw يكون 71 "2 '7 لنضع‎ 
ونجد أيضا أن:‎ fr] =f stl -|8 تؤدي إلى‎ | rllz | 
u Su=w T'E Tw=w w= Zw 
: يصبح ما تحت التكامل‎ (Y.Y) وبالتعويض في‎ 


BW, ...و‎ Wey) = aan P exo|-35 "| 


ak Sal“ اد‎ g: (w;) 


l,m > 8‏ <1 ويصبح التكامل في TI)‏ 


se J OW sos Wy) dy dw, =T Î 2,00) =1 


š —Ė 


(Y, Y)‏ التوزيعات الهامشية 
كمانعلم» يسمى التوزيع المشترك لأي مجموعة جزئية من <m‏ م من عناصر 
المتجه X‏ مغفلين العناصر ال mp‏ الباقية e‏ التوزيع البامشي. لنسحب العناصر ال م 
التي نهتم Leh‏ توزيعها المشترك بحيث تحتل المواقع ال م الأولى من المنجه × » ولنرمز 
لبذه المجموعة من العناصر أو المتغيرات بالرمز Ky‏ ولا بقي من عناصر × بالرمز Xo‏ 
ويتضمن mop‏ متغيراء وعندئذ يمكن كتابة المتجه العمود × على الشكل TGA‏ 


P 
CYS) ¥= [že] 
وفقا لذلك ليصبحا:‎ D وينقسم المتجه بر والمصفوفة‎ 


m-p‏ م 
|> 2 م 58 (Y, 0) és‏ 


-p Za Z2 
نظرية (۲): ليكن توزيع المتجه العشوائي × ب ” من المتغيرات هو التوزيع‎ 
3.36 العثيرات‎ Xin تمن‎ ea دل‎ Paes No Lb) الطبيعي‎ 
Xo 
فعندئذ تكون دالة الكثافة المشتركة‎ Xoo e Xp المتغيرات الباقية‎ Xi ويتضمن‎ 
: الہامشية للمتجه )ل هي‎ 


paai Ee 5 
Elx- Xp) = hae wok, “Hd Zn (o) -ual 


أي دالة BUS‏ التوزيع الطبيعي En)‏ «),۸. 
برهان: لیکن W‏ - بر X-‏ فعندئذ نجد : 


1 
(Y, 1) |z 2 1 f = 
FOr oot) = ar ep hw 2 3 
: ولیکن‎ 
p P m-p 
w- |Zo] peste É 0 
= m-p Wo) m-p Vy, Vy) 
فعندئذ يمكن أن نكتب‎ 


r 
wVw= Wo Vai Way +W Vy, Way +W Viz Woy H W'a Va Woy 


حا 


J 
(xar +Woal 2 Vz Jean + W2 Vo ١ 


YY‏ نماذج خطية 
-w'n -V2 Va Va) Way‏ 


ويإجراء التحويل : 


1 


z nl ag + wor Vn? 
Oz 


-apal أن‎ )١, YA) من قاعدة الاشتقاق‎ LÈ 


Bu,‏ ويكون المحدد التفاضلي 


للتحويل Za =al?‏ . وبالتعويض في (Y 0 V‏ نجد: 
: 1 2 
fay») el ol ty, Vv, = VV 23‏ 
(Y, Y) ov 1‏ 
ومتذكرين من IARAA AAA (N, YD” (1, YO)‏ 
يمكن كتابة (Y, V)‏ على JSAM‏ : 


wa 
2 1 1- 
SWZ Pals eo|- swam mo} به‎ 5 5 | 
i Seep viel Fi وبالتكامل فوق‎ 


8 
FM) = is m exo|-3 2 on 3 


وأخيرا: 

(Y, A) 3 1 5 
Sis Xp ) جل‎ e|- tb - )و‎ Zn 5 - ألمب‎ 
وهو المطلوب.‎ 


توزيع Y= CX‏ حيث ۶0| |هو التوزيع الطبيعي .۸,)٥ CEC’)‏ 


التوزيع الطبيعي بعدة متغيرات وتوزيعات المعاينة اللامركزية wT‏ 


برهان : لدينا 


me 
S ireen) - en] مها‎ (e-u | 


:۲ ويكون توزيع‎ 
OT EA | Mery Ey x) 
Ea Ho-caler2*e*-c) 
دا‎ Y-callezey'b-ca) 


ولكن 2012م - 8/2012 |0 |- ' || PL?‏ وبالتالي : 


go PE heal زه م‎ cacy'y-ca) 


Gry”? 2‏ 
وهو المطلوب. 
(Y ,۳(‏ التوزيعات الشرطية 
نظرية (4): بالعودة إلى النظرية (V)‏ فإن التوزيع الشرطي للمتجه Xy‏ علما أن 
المتجه Xo)‏ مثبت هو التوزيع الطبيعي : 
SA TIES I = bee T E E A‏ 505 


برهان: بوضع بر W=X-‏ وتذكر أن التوزيع البامشي d‏ ر»# هو: 


P(w) = bale el - 3a 2# =e] 
: =و» يمكن أن نکتب‎ ٣ حيث م-‎ 


fw.) 2_8 2 Baal? (27)? 5 -32‏ امقس معا اء 200 


Pwa) < (2 7)" 


ré‏ نماذج خطية 


» WM ENE è $ 
206 | 2 م[‎ Vy -V Vi Va) Woy 
2 "2 


Wo) 
وبعد النبسيط والاختصار نجد:‎ . 2 = Vay Vit لتتذكر أن م‎ 
0 =w 0) Vi, Way + 0 Va Wo) +۷ 0) Vy, Wo +w VaV Va Wo) 
= (wo) +" Va wa) Vx (o) + Va Way) 
وملاحظة أن‎ )١,70(و‎ (1, YE) و‎ O, ۲۳( وباستخدام العلاقات‎ 
: أن‎ )۲, VV) بعد التعويض في‎ AÈ Vi Va =- بور‎ 


= RH F 
258322 ا‎ 


(27)? 


ni- 


(Y, 9 exo|-Z bu ZZ) En = 5 5.) te = 22m) 


وهو المطلوب. 
نرمز عادة لمصفوفة التباين والتغاير 3 التوزيع الشرطي Xo)‏ | رمكناع بالرمز Z112‏ 


أي Ej zO‏ 22- = وررية ونرمز ij pool‏ من هذه المصفوفة بالرمز 62 ويسمى 


وتسهيلا CLD‏ قيمة المتوسطات ومصفوفة التباين والتغاير في التوزيع الشرطي 
تبيان 


التوزيع الطبيعي بعدة متغيرات وتوزيعات المعاينة اللامركزية وم 


قاعدة :)١(‏ متجه المتوسطات في التوزيع الشرطي رول | رم هو المتجه الناتج عن 


=) 


لتوزيع المتجه X‏ 


حل جملة المعادلات 2-0 حيث (Gy)! <" X)‏ = © هو الصيغة التربيعية 


قاعدة (۲): يمكن الحصول على مصفوفة التباين والتغاير 2,2 للتوزيع الشرطي 


ره | ربد بحذف السطور والأعمدة المقابلة لعناصر Xo‏ في المصفوفة 7-2 ثم أخذ 
معكوس المصفوفة المتبقية. 


تعريف (۲): المصفوفة EnEn‏ هي مصفوفة المعاملات في انحدار Xo‏ على Xo‏ 


ونرمز للعنصر ij‏ من هذه المصفوفة بالرمز Ay‏ أي : 


EE ) F Pi 


-1 
E&ol<a)=# +2229) (Xa 39 
Xe) على‎ Xo دالة انحدار‎ 


Cy2 ; 


N‏ ك2 : = ورم 
Jop‏ 


معامل الارتباط الجزئي بين ,× ور× علما أن بركاء 


-1 


ii 


حيث ص....1 i=‏ , ”...,1+م = ويسمى المتجه : 


Cy, WD) 
(¥, \&) 
(Y, 10) 
Ande Kuyt... 
ND 


معامل الارتباط المتعدد بين X‏ ورم×. ey‏ أن =F —EyEHEn),‏ يرت حيث Cig‏ 


| لعنصر ii‏ من ‘Zuz‏ فيمكر: كتابة : 


0,2 =0, (I- Ray) 5 1=1,...p 


(Y, \Y) 


5 نماذج خطية 


دن © - On‏ 
O i‏ 
٤(‏ , 7) الدالة المميزة 
نظرية :)١(‏ الدالة المميزة للمتجه العشوائي × الذي يتوزع احتماليا وفق التوزيع 
الطبيعي Nall E)‏ هي : 
سا كارب رودا بود رارم 
برهان: Le‏ أن المصفوفة 2 متناظرة وموجبة محددة فيمكن se)‏ مصفوفة مثلثة T‏ 
بحيث يكون 7-7 T'E!‏ وبالتالي يكون =r"‏ 2717-11 سأرو 5-77 pod‏ 
التحويل ۲ 7 - بر X-‏ فيكون توزيع Y‏ عندئذ هو التوزيع D‏ 2/,)0» وذلك بالاستناد إلى 
النظرية )1( والدالة المميزة للمتجه Y‏ هي : 


56 )۲,1۸( 
تووم 


(Y, 44) 


$y (@)= =I i, "| ie زو‎ 


j=l 


: ومنه نجد‎ 
4 (D= Ei). rfe 5 re) 
=ke” (a (e) 
وبأخذ 7 ۲= '28, نجد:‎ 


n) 


$, (=e"* 4(7" =e" e 


التوزيع الطبيعي بعدة متغيرات وتوزيعات المعاينة اللامركزية Yy‏ 


Lin 10 
itu ا‎ HULL 
=e £e 2 =e" 2 


وهو المطلوب. 
ملاحظة :)١(‏ لإيجاد الدالة المولدة للعزوم (4) My‏ وهي بالتعريف: 
M,(D=E(e**)‏ 00,7 
يكفي وضع راا - بدلا من كل مركبة را من مركبات المتجه (ما...,1) = » 
وبالتالي وضع ة - بدلا من 24 في عبارة الدالة المميزة. 
ال Oe‏ 
ملاحظة (۲): من الاستخدامات المفيدة للدوال المميزة ودوال العزوم أنه يمكن 
التعرف بسهولة على الدالة المميزة CY‏ مجموعة جزئية نختارها من OLS yo‏ المتجه = × 
Mi. in)‏ وذلك بوضع صفر بدلا من كل ر مقابلة لمتغير X‏ من المتغيرات التي 
أغفلناهاء فمثلاء يمكن إيجاد الدالة المميزة للمجموعة (وك...,X)‏ = ربل الواردة في 
النظرية (Y)‏ الخاصة بالتوزيع البامشي بوضع 0 = ما = ... = يرما = بوا أي 0 = sf‏ 
وبكتابة الدالة المميزة بالشكل TA‏ نجد: 


7 
eks (oto, =exrle ol’ 0 


Hoa 
lfs ww VZu 22) Ao 
aos, 22) Hoy 
وبوضع 0 = رم٤ نجد:‎ 


, l, 
م اا‎ loor tota E 3 


0 


وهي الدالة المميزة المقابلة لتوزيع طبيعي Nohy Z)‏ وهي النتيجة نفسها التي 
وصلنا إليها في النظرية ۲ الخاصة بالتوزيع البامشي. 

ملاحظة ("): كما في حالة متغير واحد لدينا من تعريف الدالة المولدة للعزوم 
(أو الدالة المميزة) : 


esa]: 


stor ره زی‎ N E la a dag 


sae es t' utezi = 
ar P| LLU 3- 8 


1 é 1 
exp t ا بير | - .| انه )سس ير‎ Et 
otu 2 1 ot (ex ا‎ 1 


(ORA) = نر‎ + 1 


يلبج قناع 


أي أن بر = A(X)‏ #,....1 = » ومتجه المعالم بر هوء في الواقع؛ متجه 


المتوسطات. ويمكن تبيان أن مصفوفة المعالم ‏ هي مصفوفة التباين والتغاير أي أن 
G=V(X)‏ « و ij = 1,...5m . oy = Cov (Xan Xj)‏ والبرهان متروك كتمرين للطالب. 


(ه , ۲) توزيع كاي مربع SS PM‏ 
نعلم أنه إذا كانت المتغيرات e Xi‏ ...»× مستقلة ويتوزع كل منها وفق التوزيع 
NO, 1)‏ فإن توزيع DX?‏ هو التوزيع PO‏ وسندرس OW‏ توزيع 2 جرت 
1 1 


يتوزع Xi‏ وفق التوزيع الطبيعي (1 i= 1.....” Mle‏ أي أن سر = (8)006. 


التوزيع الطبيعي بعدة متغيرات وتوزيعات المعاينة اللامركزية ۳۹ 
ليكن 24- 27 » فيمكن ES‏ دالة الكثافة المشتركة للمتجه (ل....) X=‏ 
1 
على الشكل : 
EY araep]- L-2 | Û4‏ 
i=l‏ 
حيث يعني الرمز » تناسب طرفي العلاقة. ليكن Y = BX‏ حيث B) »88'= I‏ 
مصفوفة متعامدة) فعندئذ ير O= EW) = E(BX) = B‏ و : 
=D? - 24-4.‏ ردير 8 '8 CY Yo) 56? =0'9=p'‏ 
1 1 


ويمكن تحديد poles‏ المصفوفة B‏ بحيث يكون 0 > ,4 -...- Q‏ - ,6 و '2 - 62 
وهكذا نجد: 


حيث Yni ٠...» ۲١‏ متغيرات طبيعية معيارية N(0,1)‏ وملا متغير طبيعي متوسطه 
= ,6 وتباينه الواحد والمتغيرات Fy c Ya‏ مستقلة فيما بينها. لنكتب الآن : 


n-l 
735 7 5 1-0 


isl 

فعندئذ يتوزع U‏ وفق التوزيع A-I)‏ بينما يمكن التعبير عن توزيع ,۲ بالعبارة : 
a a9] 0.-7) |‏ 
وهكذا يمكن التعبير عن توزيع 7 بالعبارة : 
dF, -40da fep[-3( V7} |+‏ 
en] +27 [|| dv‏ 
والتوزيع المشترك للمتغيرين المستقلين U‏ و7 هو : 
١ lurne (w'e) er 1)‏ 


F(u,t)at 2e 2 2 dudt 
dF(u,that 2 © Loni’ 0 0 


sis‏ نماذج خطية 


وبإجراء التحويل ؛ +« - 22 
ويكون التوزيع المشترك W ZS‏ معطى بالعبارة التالية : 


1 D وف‎ 
HG Maz UW e aa 
1 1 


o A" z l-—w) -5w x=(n-3) Lin-3) 
Ast-w 2 2ج‎ w? zdwdz= 
r=0 (2r)! 


1 1 1 
-+z+4') —({n-2) —~({n-3) 
e 2 2 2 w2 


; u 
|| =z صر )مدق‎ cu=zwseiw= 
1+1 


—w)'dwdz 


v= 1 1 


till pai Jo ua SAO ganda WAN 


-iea May ee AMZ! 0-3) 
Zz f —— w? 


et 
dH(z)=ce 2 Onl (l-w) ?dw 
0 r=0 0 


= ات‎ © ge z 
= (2r)! 
وبوضع‎ eA ° 021111010011001 


=ce 


Bel 50- D+ ” 


0 = 4 في هذه العلاقة الأخيرة يجب أن تكون العبارة الناتجة هي بالضبط عبارة التوزيع 
0ترء (لاحظ oY‏ أن الحد الوحيد الذي لا ينعدم من حدود السلسلة اللانهائية هو 


الحد الأول المقابل ل 0 -م) وهذا يعني أن : 
1 


7 

2 
1 

TEKE‏ عو 


وأخيراء VALS»‏ وهو الرمز المعتاد لعدد درجات الحرية » بدلا من n‏ نجد: 
mro AN Dg aie‏ 


dH (z)=— Z an! Qn) 


cel (n-2), ع‎ 


ومنه نجد: 


0 (v-1)r+ zle: 


التوزيع الطبيعي بعدة متغيرات وتوزيعات المعاينة اللامركزية )£ 
ويمكن YV UES‏ ,1( بحيث نعبر عن توزيع ‏ اللامركزي بدلالة توزيعات ر 


مركزية. إذا وضعنا 22 بدلا من 2 في (Y, YU‏ وعوضنا عن الدالة بيتا Le‏ تساويه 


بدلالة الدالة جاما نجد: 
„frs 1 regent 4‏ 
dH(z2)= ¥ e?‏ 


OF Ge 


: وبالتالي‎ (2r)!=13.5...2r=1).2' rly 10 | سيكت‎ J oa 


(Y, YV) (r+) 0 


(2r)! 2r! 


1 at 
(Y, YA) 5 -4 z% 2 ga 2 © eta 7 


dH(z)= > — کے‎ ۴٤ ہے‎ Svar 
to Aca m iii 
ae re2) ا‎ 


حيث ,ع توزيع # مركزي بعدد 2۳ +« درجة حرية. وهكذا نجد أن توزيع كاي 
مربع اللامركزي بعدد ‏ درجة حرية ومعلمة لا مركزية A‏ هو مجموع عدد لا نهائي من 
توزيعات 2 المركزية كل منها مثقل أو مرجّح بترجيحة هي حد من حدود دالة بواسون. 
(5, ¥( الدالة ف يد لتوزيع تر EF PW‏ 


M,()=E(e”)= fi re )چ‎ 


مب 


(y, ¥4) =-55 Eje Ena (2) B= E a- 2t) 2 


ويمكن حساب EZ)‏ و(7)2 باستخدام الدالة 1 لدة للعزوم. 


MO سم‎ EË wr 2na- may a 


E(Z)= 
dt 1=0 r=0 7 


1 نماذج خطية 
e x‏ 
r!‏ 


n-| 
حيث ۲7 <= ل و‎ 2 = U + 7 ونصل إلى النتيجة نفسها بالعودة إلى العلاقة‎ 


i=l 


=v+2E(r)=v+2A 


CT) =v+25r 
r=0 


ET) =v ومنه‎ E(T) =V (Yp) + £) (=1+2۸ بالفرض و‎ EU = rely T = 7 
: متذكرين أن ”= «. ويمكن تبيان أن‎ »+ 24 
(۳۱ V(Z) = 2(v + 44) 

وقد تركنا ذلك كتمرين للطالب. 

تعليق* : يمكن تعميم المعالجة السابقة لاشتقاق عبارة توزيع تم اللامركزي إلى 
الحالة التي يتوزع فيها المتجه XA)‏ وفق التوزيع WWE)‏ نعلم أنه توجد 
مصفوفة متعامدة CF B‏ يكون © = 8'28 وحيث تشكل الجذور المميزة للمصفوفة "< 
العناصر القطرية للمصفوفة القطرية .C‏ لنقم بالتحويل X= BY‏ فيتحول XIX‏ إلى 
الصيغة التربييعة CY‏ إذا كان 0 < mr‏ من العناصر القطرية للمصفوفة © أصفارا 
فسنحصل على صيغة تربيعية تتضمن» في الواقع» + من المتغيرات Y‏ وبالتحويل من Y‏ 
إلى 2 وفق التحويل Y=DZ‏ حيث D‏ مصفوفة قطرية تحقق BA‏ 07 -2 2» فعندئذ 
يكون: 

XE"X= YCY=ZZ 

حيث يتضمن المتجه 2 عدد + من المتغيرات الطبيعية المستقلة » تباين كل منها 

الواحدء ويحقق متجه المتوسطات (6,,...,6) -6 = (5)2 العلاقة : 
2-82 

وبذلك نكون قد اختزلنا الحالة هذه إلى الحالة التي نوقشت في الفقرة السابقة مع 
معلمة لا مركزية 2 معطاة بالعلاقة التالية: 
TTD 4=‏ 


التوزيع الطبيعي بعدة متغيرات وتوزيعات المعاينة اللامركزية sy‏ 


أي أن توزيع ×2× حيث يتوزع X‏ وفق التوزيع الطبيعي NL E)‏ هو التوزيع 
7 اللامركزي ب + درجة من الحرية حيث ۲ رتبة cE‏ وبمعلمة لا مركزية بر ASEME‏ 


(۷, ۲) توزيع ۴ اللامركري* 
Yi 23‏ توزيع نسبة متغيرين Ze Zi‏ مستقلين ويتوزعان وفق توزيع تر 
اللامركزي ب «١ on‏ درجة من الحرية» على الترتيب» وبمعلمتي لا مركزية (Aa A‏ 
على الترتيب» فالتوزيع المشترك للمتغيرين هو: 


E, 1 1 
4 g(2,22)= کک‎ 5 Bel 6 =+ 
2” E o- 2 2 


و وري D‏ ای فق 
0-4و ا 


Le G تك‎ 
Po” 


r 3 9 9 A = rat = 2 .‏ 
وبوضع و 6 وج ع بون وعندئذ »= || ‘ نجد بعض التعويض في )2.28( : 


-Haya) 30D 
ga 


1 اميا 95 = 2ت 
a \|2""‏ 
y? -. 52 2 Beon-‏ 2 


Pil كر‎ r E E i 


وبوضع ۸2 + v= vi +v (45A‏ والتبسيط نجد: 
ATT‏ ب dH (u) Sy TES‏ 
Fr i e‏ 
L2‏ )2 2 )2 


raa 


8 


نماذج خطية 
عبط ایپ (Y Yé) 5 daw)‏ 
fe 2 v? dy |v? du‏ ? 
0 


والتكامل بين قوسين يساوي eee‏ وهكذا نجد: 


dH(u) =e? و‎ a a “HG ny" i 


r=0 s=0 Gen > Gy v +r, 1 +S Ben +r, )زف‎ 3) 
2 2 2 


1 
A yo) “ml 1 J de 
l+u 


ولكن: 


Yee!) 


(2s)(2s -1)(2s -2)...4.3.2. 50 


1 1 


= 
Qsj2s-1)..83211( 5) 2 او‎ 


وهذا يسمح لنا بكتابة : 
عدم 1 1 
و+-|11م+- 
ا بن زل a‏ 


rls!‏ ]امم 


وبالتالي يمكن تبسيط (۳۰, ۲) لتصبح كما يلي : 


FU 559 99 (3+) = 11 FMa 


Bin درم‎ +s) redan 7A s i 


تعريف (9): نقول إن توزيع النسبة : 
كي (Y, YV) Faa‏ 
Zv; vZ‏ 


حيث Zi‏ متغير 7# لا مركزي بعدد من درجات الحرية vi‏ وبمعلمة Y‏ مركزية 2 و 
Z‏ متغير # مركزي مستقل عن Zi‏ وبعدد د« من درجات الحرية » هو توزيع إف (F)‏ 
اللامركزي بعدد من درجات الحرية vi‏ في البسط vzs‏ في المقام وبمعلمة لا مركزية cA‏ 
ونرمز له sole‏ بالرمز .F (vi, V2; A)‏ 

وللحصول على توزيع F‏ اللامركزي نضع F =u‏ 09 = يذ Ay‏ = ,1 في 
(Y ,۳۱(‏ متذكرين أن وضع 0 = Aa‏ يؤدي إلى انعدام جميع حدود السلسلة باستثناء 
حدها الأول المقابل ل 0= os‏ فنجد: 


me 4 ay / ‘en (ey 


aly ki 
dG(F')=e? ¥ 
r 1 1 ال‎ +¥))+r 
=0 Bel Fi tray] Ci 5 
۷ 


2 


dF" 


وتُختزل هذه العبارة إلى عبارة توزيع SSM F‏ بوضع A=0‏ 
WI )۲ , ۸(‏ اللامركري 
نعلم أن التوزيع المركزي v)‏ ,۴)1 هو مربع توزيع / المركزي («»» وكذلك 
الأمر نجد أن التوزيع اللامركزي (:< ,1)' ۴ بمعلمة لا مركزية ۸ هو مربع توزيع ؛ 
اللامركزي c's VA)‏ أي أن A) = Pa D‏ زد ,۴)1 حيث A‏ = *8. 
تعريف :)١(‏ نقول إن توزيع النسبة : 
(Y, Y4) nA U +ô‏ 


y2 0) 


$4 نماذج خطية 


حيث U‏ متغيرا طبيعياً معيارياً مستقلاً عن POD‏ هو توزيع ٠‏ اللامركزي بمعلمة 
لا مركزية 5 ود« درجة من الحرية. 

وبوضع 1 = رہ و52 =4 فی YA)‏ , ۲)نحصل على عبارة v)‏ ,1)' 7 وإذا أجرينا 
التحويل ۳۲ نحصل على توزيع ٠)۷١, A‏ حيث :ا عدد درجات الحرية وة معلمة 
اللامركزية. 

وتستمد توزيعات المعاينة اللامركزية تي وكاي مربع وإف أهميتها من أهمية 
توزيعات المعاينة المركزية المقابلة لها ؛ وت Fy‏ إذ تشكل الإحصاءات t‏ و2 و المركزية 
إحصاءات الاختبار في معظم الفرضيات الإحصائية التي نواجهها في تطبيقات الإحصاء 
وفي التحليل الإحصائي. وإذا كاملنا التوزيع المركزي فوق منطقة الرفض نحصل على ما 
يسمى مستوى الأهمية » للاختبار الذي نقوم به أو حجم الخطأ من النوع الأول بينما 
نحصل على قوة الاختبار إذا كاملنا فوق منطقة الرفض ذاتها التوزيع اللامركزي 
المقابل. وهناك جداول تعطي قوة الاختبار من أجل قيم WE‏ لحجم العينة وقيم مختلفة 
للمسافة بين القيمة التي تحددها الفرضية العدم Ho‏ والقيم البديلة التي تحددها الفرضية 
البديلة A‏ ومثل هذه الجداول مهمة من زاويتين إذ نريد معرفة قوة اختبار قمنا به من 
جهة ومن جهة أخرى نحتاج إلى هذه الجداول عند تصميم دراسة إحصائية وذلك 
لتحديد حجم العينة ‏ اللازم للوصول إلى اختبارات تتمتع بقوة حددناها سلفاً. 

)4 , ۲) تمارين 

١‏ - إذا كانت A‏ مصفوفة متناظرة من الثوابت Ry nxn‏ مصفوفة متناظرة من 

الثوابت موجبة محددة man‏ فاحسب التكامل : 


سمط | - عوط - أصد 9 هال و - ع Í-‏ 


0- همه 


التوزيع الطبيعي بعدة متغيرات وتوزيعات المعاينة اللامركزية 4۷ 


Y‏ ليكن المتجه Y = (Ypa Ys, Ya)‏ متجها عشوائيا يتبع التوزيع الطبيعي 

Na, <(‏ والصيغة التربيعية ير - )"= O= (Y - wi)’‏ معطاة على الشكل : 
-2V4 +8‏ ونز6 - رل2 - 7 6- 27+ 22+ +2y} +2} + Y4‏ ر3 = 0 

(Í)‏ أوجد ثم 2. (ب) أوجدير. 

(ج) أوجد lywy)‏ )۸ (د) أوجد fony) fir)‏ 

(a)‏ أوجد يرم (و) أوجد 2 Rios‏ مستفيدا sidan gt‏ في (ج). 

Y‏ ليكن X‏ متجها عشوائيا 1×« يتبع التوزيع الطبيعي NUE)‏ بيّن أن توزيع 
۵ - © هو التوزيع M)‏ 

: هي‎ X الدالة المولدة للعزوم لمتجه عشوائي‎ - ٤ 

My Oze -t, +2t, + + +2 - 3 
أوجد قيمة الثابت © بحيث يكون:‎ 
Pr [2X;-Xxz + X; > c] = .95 

o‏ بين أن مصفوفة المعالم E‏ الواردة في تعريف التوزيع الطبيعي بعدة 

متغيرات هي مصفوفة التباين والتغاير أي أن VX) = ou‏ و(× ,)000 = i,j = oy‏ 


E 


T‏ کا كان للمتجه ا التوزيع الطبيعي بمتوسط 0 U=‏ ومصفوفة تباين وتغاير: 


410 

2-114 2 3 

5 0 
x) a> yi Ci)‏ (ب) أوجد التوزيع البامشي LS‏ 
(ج) أوجد التوزيع المشترك Nag Nid‏ 


(د ) أوجد التوزيع الشرطي Une Nid‏ شب Vag Yo‏ 


. Ra درم وديم (و) أوجد دوم و‎ + Pir أوجد‎ (a) 


tA‏ نماذج خطية 


Pry Py SEW في (د) أوجد معاملي‎ G) 
.2- 4 حيث ولاخيلا6-‎ Z أوجد متوسط وتباين‎ 2١ 
تتوزع بصورة مشتركة وفقا لتوزيع طبيعي مصفوفته‎ Ys Y eY إذا كان‎ - ۷ 
: التربيعية هي‎ 
0 - ر2‎ +3y; + وبر 2 + وبر4‎ - 2s —4V2Vs - 6V, - 6V, +107; +8 
. Rey و‎ 0r ly» y3) (ب) أوجد‎ Hix rp ig أوجد‎ ( i) 
قوة الاختبار في كل من الحالات‎ (Tang) -أوجد باستخدام جداول تانج‎ 4 
: التالية‎ 
كه | 2 ات‎ | & 61 07 
te Se | eee | 4 
a | 6 | 10 | 18.75 | 15 | 4.5 | 36 | 64 


٠‏ -المتجه ل[ يتوزع وفق التوزيع الطبيعي E)‏ ۸)4 حيث )2 ,1 ,2) = '9 و 
25 

Z=- Zia (Yi + Ya + Ys) J أوجد التوزيع المشترك‎ » =| ١ 3 0 

1 0 1 


۱۱ - إذا كان المتجه E‏ يتوزع وفق التوزيع الطبيعي NO, In)‏ أوجد التوزيع 
المشترك للتركيبين الخطيين ۲ a‏ = 1 و 'ط = M‏ حيث 0 = a'b‏ بالتالي بين أن M3 L‏ 
مستقلان. 

۲ - بين بالاستفادة من التمرين )١١(‏ أنه إذا كانت ۲,٠...»‏ متغيرات 
طبيعية معيارية مستقلة فإن Y‏ و ۲ - Y,‏ مستقلان لكل :. 

۳ - المتجه ۲ يتوزع وفق التوزيع الطبيعي الميعاري In)‏ ,0). أوجد الدالة 
االمولدة للعزوم -F pY, -17( pe‏ ,)= 87 قم استعج أن 7 و 
L(Y, -YY‏ مستقلان. 

4 -اثبت علاقة تباين توزيع 7 اللامركزي المعطاة في (Y, YN)‏ 


ND eid) 


توزبعات ت صبغة ترببعبة ee ee‏ 
)",١(‏ توزيع صيغ تربيعية م ركزية هر - ي) © "ر - يز) = 0 


نظرية :)١(‏ ليكن المتجه العشوائي 1 الذي يتبع التوزيع الطبيعي(2مر),1 » 2 » 
مصفوفة mom‏ موجبة محددة. لتكن الصيغة التربيعية 1 - Q= (v-d) © (y‏ حيث G‏ أي 
مصفوفة حقيقية متناظرة. فعندئذ يتوزع المتغير العشوائي © كتركيب خطي في :” من 
متغيرات كاي مربع المستقلة» كل منها بدرجة واحدة من الحرية أي : 

)221 ,44...+ (1) ويزية + (1) zi‏ بة - 0 ry‏ 
حيث المعاملات lem Ay‏ = زهي الجذور المميزة للمصفوفة GÈ‏ أو UG‏ 


برهان: لنأخذ الدالة المميزة للمتغير 0 فنجد: 


m,y itQ PE 2 1 
-())ي9‎ Ele’ = On) aE e e~ My" -2itG)(y-— wlay 
1 
atii الس‎ aal 
د‎ E7 - به‎ lp - airal |e V- 2it GE 


لاحظ أنه ليس من الضروري أن تكون LE‏ أو GD‏ متناظرة. وبا Dol‏ موجبة 
محددة متناظرة» فتوجد مصفوفة مثلثة T‏ بحيث LT HATS‏ أو BUTIT =E‏ 
رمرتاللمصغوفة !“3 بالرمز P‏ فيمكن التعبيرغن D‏ على الشكل PP =D‏ وهكذا 


5 


Os‏ نماذج خطية 
| مموينة-را = 1-2ir Gz!‏ | 
Sey‏ يشهولة تان أن أممماداومم | > وقد تركنا ذلك كتمرين للطالب. 
وهذا يسمح بكتابة : 
or | = |1-21GPP'| = |1-2ie P' GP |‏ نمم | 
والمصفوفة P'GP‏ متناظرة وبالتالي توجد مصفوفة متعامدة U‏ بحيث يكون : 
RES U '(P'GP) U = D (A,,...,Ãm)‏ 
حيث cA‏ #,...,1 = رالجذور المميزة للمصفوفة P'GP‏ (ويمكن بسهولة تبيان أن 
هذه الجذور هي في الوقت نفسه الجذور المميزة ل GZ‏ وقد تركنا ذلك تمرين للطالب). 
ومن (YY)‏ نجد بوضوح أن ۴٥۶ = UDU'‏ وبالتالي لدينا. 
UDU’ |=|1-2it U'UD| 3 lz-2iD |‏ بنة -] | - | ون 7-2 | 2-2 
(رة :2 -11)1- 
J‏ 


1 
متذكرين أن 2 (1-21)=() epa‏ لدينا الآن: 


rw 
يولك‎ $o(t)=T] (1 -2iA, 1D =[1by 29 0= 4 O 
ens Bayz) 
وهذا يعني أن:‎ 
يلك‎ 0-34, 730) 
ز هي 7 من متغيرات 2 المستقلة كل منها بدرجة‎ = Lem » حيث (1) ر2‎ 
واحدة‎ 
من الحرية.‎ 


نظرية (Y)‏ لنفترض أن المتجه Y‏ يتبع التوزيع الطبيعي NE)‏ حيث < 
مصفوفة متناظرة موجبة محددة mxm‏ وبالتالي يمكن التعبير عنها على الشكل PP!‏ = 25 
P‏ غير شاذة. لنعتبر الصيغة التربيعية ر - /ا) © 'ر - لا) = © فالشرط اللازم والكافي كي 


توزيعات صيغة تربيعية اه 


يتوزع © وفق التوزيع )707 هو أن تكون المصفوفة P' GP‏ أو EG‏ أو GE‏ متساوية القوى 
ورتبتها ”. 

برهات: 

( أ ) لزوم الشرط. إذا كان (r)‏ 7 = © فنعلم من خواص التوزيع P‏ أنه يمكن 
كتابة : 

O = x) )1( + يو 0 +... + (1) ,077+( 27 +... + (1) وير‎ )1( 

وبما أن شروط النظرية )١(‏ السابقة تنطبق» فمقارنة هذه العبارة مع العبارة 

(Y, 1)‏ المطابقة لها تسمح لنا بكتابة : 
Ap =... > Am =0‏ ; 1> ملق - ... ع رق 

(بالطبع يمكن أن تقع الجذور المساوية للواحد وتلك المساوية للصفر في أي ترتيب 
آخر). 

وبما أن PGP‏ متناظرة فهى وفقا للنظرية (Y)‏ من الفقرة )10 )١‏ متساوية القوى 
ومن الواضح أن رتبتها ar‏ 

P'G (PP') G P = P'GP 
وبضرب الطرفين من اليسار ب ۲ ومن اليمين ب “م نجد:‎ 
ذلك لأن:‎ or بدورها متساوية القوى» وفضلا عن ذلك فإن رتبتها‎ EG أي أن‎ 
(۳,۸) (ZG) = r(PP'G) = r(P'GP) =r 

وبصورة We‏ يمكن تبيان أن GE‏ متساوية القوى ورتبتها ar‏ 

(ب) كفاية الشرط. إذا كانت P'GP‏ أو EG‏ أو GE‏ متساوية القوى ورتبتها er‏ 
فعندئل لہا من الجذور المميزة المساوية للواحد mry‏ من الجذور المساوية i aal‏ 


ودون انتقاص من عمومية البرهان يمكن كتابته : 
0ع برا > ...= Ape‏ ,1 > مق > ...= Ay‏ 


وباستخدام (Y, VW‏ نجل : 
(0) يج 0+ ...+ (1) نج 0+ (1) ير ...+ x71)‏ + (1) 77 - 0 


e 


أو: 
(r, 4) 0= 7r)‏ 
نتيجة :)١(‏ في الحالة الخاصة 1 ٠‏ = < تصبح عبارة النظرية (Y)‏ كما يلي : 
الشرط اللازم والكافي كي يتوزع Lt- wy - w)‏ وفق التوزيع 70 
هو أن تكون © متساوية القوى ورتبتها ar‏ 
وفي الحالة الأخص حيث 0 = و1 = ٠”‏ فإن الشرط واللازم والكافي كي يتوزع 
ر6 = © وفق 7 هو أن تكون © متساوية القوى ورتبتها r‏ 
والنظرية التالية تمثل تعميما لبذه النتيجة إلى الحالة التي يكون فيها ±0 بر. 
نظرية (7): ليكن توزيع المتجه Y‏ هو التوزيع الطبيعي (42)[ حيث E‏ موجبة 
محددة فعندئذ تتوزع الصيغة التربيعية Y‏ ۲6 = © وفق توزيع كاي مربع اللامركزي 
20 )2 
بخعيمة لا مركوية بر a=‏ إذاء وققط ld]‏ كانت GE‏ أو EG‏ هتساوية 
القوى ورتبتها r‏ 
(Y, Y)‏ استقلال صيغتين تربيعيتين 
نظرية (4): (نظرية كراي (Craig‏ ليكن توزيع المتجه Y‏ هو التوزيع الطبيعي 
Naldi E)‏ حيث E‏ موجبة محددة. ولتكن الصيغتان التربيعيتان. 
j=1,2‏ , (لا - )رك '(لا - 1) -ر 0 (۳,۱۰( 
حيث A‏ :4 أي مصفوفتين حقيقيتين متناظرتين. فالشرط اللازم والكافي 
لاستقلال ,© Ory‏ إحصائيا هو أن يكون 0= 4 8 4. 
برهان*: نعلم أن الشرط اللازم والكافي لاستقلال ,0 و0 هو: 


or توزيعات صيغة تربيعية‎ 
1ب‎ bol) = بوو4‎ (:12)=%4 (h) بي4‎ (ts) 
أن:‎ (Y, Y) ونعلم من‎ 
bo, (t))=|I, - 2it, za? 


وهكذا يصبح الشرط AG ie VV)‏ 
رهد *دكو)ع - )يقل 


1 
2E 1 , 9 , 
Qn)" f xp lir (x-y) A (y — M)+it, (y -HY A, (Y - (م‎ 
Rm 
1 am 
ملسن “ايز وت‎ | 
(۳,1 E 1 
=|, 2115: A, - 21/17 


E7- 2it, A, - 2ity A, 
نلاحظ أن:‎ LS 
$0, (t,) bo, (t3)= Iu 28E A, - 2i, EA, -44 و‎ 54,54, 
: فعندئذ‎ A 8 42 = 0 شرط الكفاية. )13 كان‎ (1) 
ba (t,) bp, (tz) -|[ -ى‎ 2,5: A, - DRE: - بن و4‎ (thst) 
مستقلان.‎ Or 9 0 أي أن‎ 


(ب) لزوم الشرط. لنفترض أن © Ory‏ مستقلان أي أن 
DA l= | Ip - ity l | Jp - 2ity 5201‏ هه Im 2ity ZA-‏ | 


CE 92 
: لنضع‎ »4 8.41-0 OS أن هذا يتضمن‎ OLS ونرغب في‎ 
6 dit, ,  j=1,2 
A 
: ويكن‎ 2 - PP’ ولنضع‎ 
H,=P' A, P 


(¥, 10) 


: بالشكل التالى‎ (Y, 10) فعندئذ يمكن كتابة‎ 
|In- it, PP’ A,- 2it PP'A3\=| Ip - 2it, PP’ 4, | |In- 2it PP’ 42| 
=|P"| |In- 2i, PP’ A| |P|.|P"| |in- 2i PP 4l | P | 
=| P'P- 2it, P' PP’ A\P||P'P-2it P'PP' AP | 


ويضرب الطرف الأيسر ب |۶| [Ply‏ حسب الحاجة يمكن كتابة : 


0010 كدي‎ ae =~ TH, es 
نجد:‎ A” وبالضرب ب‎ 
57 A" | Alm- rH - nH |=| Alm- rH, | | Alm - اولك‎ 


وبما أن Hi = P'AP‏ متناظرة فيمكن إيجاد مصفوفة متعامدة U‏ بحيث يكون : 
U'H\U = C= D(c4,C25.- +31 0,..,0)‏ 
حيث er = rH) = rA)‏ لنعرف GON‏ على الشكل UHU‏ = © وبالتالي 


تصبح (۱۷ (Y,‏ على الشكل : 


(¥, \A) Am | Alm = %1C-%2G | | Alm- 1C| | Alm - 2G 


ونجزئ الآن © وي بصورة مماثلة فنكتب : 


í Ci s ۳ 
C= , G= 
Hh On 55 Gz Gy, 
والمصفوفة المتناظرة التى ورد محددها 3 الطرف‎ Cy = DE gst) لاحظ أن‎ 
: هي من الشكل‎ )۳ , VAD الأيسر من‎ 


A-G - د‎ -2 ao - 81, 
~2821 A-C -Tgn ++ ¬ 82, - 26 
“Tgn -2 we سه‎ - 


= T20» A — Trsa يد‎ Sr 18 +1 


“Boia ع‎ AGES 


توزيعات صيغة تربيعية هه 
ei A‏ 
Ey Ey‏ 
|E|=|Enl|, - EEz E, |i Ky‏ وباستخدام الرمز المختصر B = (bj)‏ ليدل 


: نجد‎ EnEn En على ا لجداء‎ 
|E|=| Alps - G29 | | اهدرس‎ 


cy, 149 
ولكن:‎ 
A-G - 781-9, - 12821 - روط‎ see - 8, —5, 
E,-B,= a 9 -by A-ne- ae “bn .. = nee =b, 
5 5-7 =b, = 5 =b, w A-TC, -Tgn =b, 


والحد الوحيد الذي يحوي : مرفوعا إلى القوة ٣‏ في | ,,8-,,5| هو جداء العناصر 
القطرية (وهو حد واحد من مجموعة الحدود التي تعرّف المحدد) ومن الواضح أن معامل 
أ في هذا الجداء هو ...0ه '(1-). وبالتالي يكون > معامل في الطرف الأيسر من 

(Y, VA)‏ آخذين في الاعتبار (Y, V4)‏ هو: 
A Imr -7 Gra |‏ أن ...نه (1-)"لة بع 


ولكن 5 تظهر في العامل الأول فقط من الطرف الأيمن من (Y, VA)‏ ونقصد 


: وهذه المصفوفة بالتفصيل هي‎ |1 - C] 


r 


أي أن معامل ,+ في الطرف الأيمن من VA)‏ ,7) هو : 


cct lAn 22|‏ عر 


(YN) 
نجد:‎ Yi Y\) 9 e Yo) وبمساواة‎ 
A ema Cr] A Tene = 7 Gag |= A" "امه‎ | Alm - )6ه‎ 
أو:‎ 
ETD X |Aler- % Gal =| A= اع‎ 


وتعني هذه المعادلة أن للمصفوفتين © Gray‏ الجذور المميزة نفسها وبالتالي OP‏ 
مجموع مربعات pole‏ © ومجموع مربعات Gn pole‏ متساويان باعتبار أن كلا منهما 


يساوي مجموع مربعات الجذور المميزة» وبالتالي لدينا : 
0ع Gıı =0, GR=0, G2‏ 


ومتذكرين أن 0= »٥ =0 Cp =0 «C2‏ فهذا يعنى أن: 
col: °° °) °‏ 
ojo Ga) )6 o‏ © 


CG = U' H, UU' H,U=0 
: متعامدة فلدينا‎ U وما أن‎ 
U' P' A, PP’ A, PU=0 


ولكن eP iP‏ ولا مصفوفات غير شاذة› غا يعتى أخيرا أن : 
A, 8 A2=0‏ 


نتيجة (۲): ليكن توزيع المتجه ۲ هو التوزيع الطبيعي NCE)‏ نقول إن الصيغة 
التربيعية ر - AL‏ ها - ) = ©» حيث A‏ مصفوفة متناظرة» والتركيب الخطي 
Ww)‏ -¥( 'ط = 2 حيث b‏ متجه من الثوابت» مستقلان إذا وفقط إذا كان '0 = ZA‏ 'ط. 
(البرهان متروك كتمرين للطالب). 


لدينا الآن: 


توزيعات صيغة تربيعية oy‏ 
صيغة أخرى لاستقلال صيغة تربيعية وتركيب خطي. 
نظرية (8): ليكن توزيع المتجه Y‏ هو التوزيع الطبيعي Null D‏ ولتكن B‏ 
مصفوفة qxm‏ من الثوابت» فيكون المتجه BY‏ مستقلا عن الصيغة التربيعية IS) YAY‏ 
كان .BA=0‏ 
نظرية (5): ليكن توزيع المتجه 1 هو التوزيع الطبيعي Nall E)‏ حيث < 
مصفوفة mxm‏ رتبتها cm‏ إذا كان 0 = BEA‏ فتكون الصيغة التربيعية VAY‏ مستقلة عن 
المتجه BY‏ حيث B‏ مصفوفة ”× من الثوابت. 
Y)‏ , ۳) نظرية كوكران 
تمهيد :)١(‏ لنفترض أن المصفوفة M‏ متناظرة ومتساوية القوى Py‏ مصفوفة 
متناظرة وموجبة نصف محددة. إذا كانت -14-,,1 موجبة نصف محددة أيضاً فعندئل 
MP = PM=0‏ (جميع المصفوفات المذكورة من المرتبة نفسها „(mxm‏ 
برهان*: لنفترض أن × متجه ما وليكن (Y= Mx‏ فعندئذ: 
y My=y MMz=y Mz=y y‏ )۳,۳( 
ETS YUn-M-P)y=-y' Py‏ 
ولكن Py 1, -M -P‏ كلتاهما موجبة نصف محددة بالفرض وبالتالي فالطرف 
الأيمن غير سالب والطرف الأيمن غير موجب وهذا يعني أن 0 = y Py‏ وكما نعلم يكن 
التعبیر عن P‏ على الشكل PELL‏ وبالتالی y'Py = y'L'Ly=0‏ وهذا يتضمن کون Ly=‏ 
0 أو 0= ر1 1 وهذه بدورها تفصح عن أن Mx=0‏ ۶ = يرم وهذا صحيح LÍ‏ كان المتجه 


× ما يعنى بدوره أن PM=0‏ 


نظرية (۷): (جريبل ومارساجليا): را كانت ,2,»...2»2 مصفوفات mxm‏ 
متناظرة وكان: 

JS CI)‏ هن Dye... Di‏ مستاوية القوئ: 

(ب) D=D,+...+D,‏ متساوية القوى. 

فعندئذ : 

i#j -رطرطء لکل‎ 0 (g) 

وفضلا عن ذلك فإن تحقق أي شرطين من الشروط ( أ )» (ب) و(ج) يؤدي 
إلى تحقق الشرط الثالث الباقي. 

برهان*: إذا صح الشرط (ب) فتكون D‏ - 7 متساوية القوى وبالتالي موجبة 
نصف محددة (جميع جذورها المميزة إما 0 أو 1) وإذا صح الشرط (أ) أيضا فعندئذ 
تكون المصفوفة : 


D-D,;-D,= D, 


موجبة نصف محددة (مجموع صيغ تربيعية غير سالبة هو صيغة تربيعية غير 
سالبة). وهذا يعني أن تحقق ( أ ) و(ب) يعني أن ,2 - ,2 - 1 - ,2 - ,2 - 2 + 1-2 
مصفوفة موجبة نصف محددة. وبتطبيق نتائج التمهيد )١(‏ على Dj‏ -:2 -1 نجد أن D; D;‏ 
0 - وهكذا يؤدي الشرطان ( أ ) و(ب) إلى الشرط Ae)‏ 
وإذا تحقق الشرطان C1)‏ و(ج) فلدينا: 
DD=¥ D,D,+¥D,D,=¥D,D,=¥D, =D‏ 


isl i#j isl i=l 


وبالتالي يتحقق الشرط (ب). 
لنفترض الآن تحقق الشرطين (ب) و(ج) وليكن d‏ متجه نميز وه الجذر المميز 
الموافق j=l.. m Dj gaal‏ بحيث يكون : 


D;jd= ad 


توزيعات صيغة تربيعية ۹ 
ومن أجل 0+ لدينا d‏ ومن وباستخدام (ج) يمكن كتابة : 
a‏ 
لكل D,d,d=0 izj‏ 


d-ad وبالتالي:‎ 


أي أن 4 متجه مميز D J‏ ومن الشرط (ب) يكون © إما 0 أو 1« وبالتالي تكون 
Dy‏ وهي متناظرة بالفرض » مصفوفة متساوية القوى. أي أن تحقق الشرط (ب) و(ج) 
يؤدي إلى تحقق ( أ). 
نظرية (۸): (نظرية كوكران): لنفترض أن المتجه Y‏ يتبع التوزيع الطبيعي ,0/0 
Im)‏ لنفترض أيضا أن : 
O=Y ]2- 0, +... + Q,‏ 70ب 
حيث Y‏ ,۲4 = ,0 صيغة تربيعية رتبتها om‏ أي أن A) = m‏ حيث ,4 مصفوفة 
متناظرة ct = 1,...,6 comm‏ فعندئذ يؤدي تحقق أي من الشروط الثلاثة التالية إلى BE‏ 
الشرطين الآخرين : 
Ope... 01 CN‏ مستقلة إحصائيا. 
(ب) يتوزع كل One. Oro‏ وفق التوزيع XL‏ 
)ج( m2 +... +m=m‏ + رد 
“Olay‏ سنبرهن النظرية بتبيان أن الشرط )1( يتضمن (ب) وأن الشرط (ب) 
يتضمن (ج) ثم إن الشرط (ج) يتضمن (أ). 
YI‏ تفرش of‏ الشرط )1( gat‏ فد 0985 رق عمتا عن ,ود Orb‏ 
والآن: 
...+ADY‏ +41( “ير ع بر y'‏ ,۳( 


:1 نماذج خطية 

أي أن ۽4 + ...+ 4 = Ig‏ لتكن B = Art. ty‏ فلدينا بالفرض أن y By‏ مستقلة 
عن بز yA‏ = ,© ومن النظرية (5) يكون 0 = 8 cA‏ ولكن cA + 8 = In‏ أي أن 
Ay) > 0‏ 1) رك أو 4١ A‏ = ,4 والمصفوفة ,4 متساوية القوى» وإذا كانت ,4 متساوية 
القوى فإن ,© تتوزع وفق التوزيع Lm)‏ حيث em = (Ai) = (Ai)‏ وذلك بالاستفاد 
من النظرية CY)‏ وبصورة WL‏ يمكن تبيان أن أي ١0,‏ »,...,1 = تتوزع وفق LAM)‏ 
والشرط )1( يتضمن الشرط (ب). 

4d «Lan ¥ من ارچ‎ alte yy ede (Wo) be tl douse فرش‎ st 
أي أن‎ In = ولكن ع4+...+رك‎ tA) = Ady of = 1....,# أن ر4 متساوية القوى»‎ 
والشرط (ب) يتضمن‎ om = وبالتالي +...+رم‎ )1,(=1)4 + ...+ 40-2 tr(A,) 
الشرط (ج).‎ 

الثا: لنفترض أن om +...+ mam‏ لدينا: 


0 Yy) A,+B=I, يل - قر و‎ + ... + A, 


: وبالتالي‎ 
(r, YA) r(B) = r(A2 Pear Ax) > r(A2) Piast F(A) = m+... + ng = m-n; 
بحيث يكون:‎ P وبا أن ,4 متناظرة فتوجد مصفوفة متعامدة‎ 
P'A,; P= D(C... n, 305 <«30) 
الجذور المميزة غير المساوية للصفر للمصفوفة ,4. ولدينا من‎ Gy 2... 2 ۵ حيث‎ 
IY, YY) 
م‎ Y4) P'A,P+PBP=P'IP=I 


: gl 
D(C... و‎ 0,...,0) + P'BP = D(1,...,1) 


توزيعات صيغة تربيعية 5 


وهذا يعنى أن P'BP‏ مصفوفة قطرية وأن: 
DG yeu Bigs Ops) FDA grees Pa Pass Ba) =D (Leigh)‏ 
أي أن 1= By‏ -... = .8 . ومن (Y, YA)‏ نعلم أن (B) < m-n‏ ما يعني بدوره 


أن 21 ,8=..= ,م وبالتالي 1 .ه-...-ره. ky‏ أن 4 متناظرة بالقرض 
وجذورها المميزة إما 0 أو 1 فهي متساوية القوى. وبصورة Aj ABLE‏ متساوية القوى LÍ‏ 
كانت j=2,.. m‏ . والآن 1-ع4+...+,4 متساوية القوى» ووفقا للنظرية ۷ يكون = ر4 :4 
0 لكل itj‏ ووفقا للنظرية(٤)‏ تكون ,© مستقلة عن Q‏ لكل itj‏ والشرط (ج) 
يتضمن الشرط (أ). 


=Y'Y 


التالية : 


صيغة أخرى لنظرية كوكران. 

نظرية (9): ليكن توزيع المتجه ۲ هو التوزيع الطبيعي Noal)‏ وليكن 

SH شرط من الشروط‎ old ھی يذه فبا سف‎ Ap Ady حت‎ DEAE 
z 5 i=l 


.: متساوية القوى لكل‎ 4: -١ 

- 0 - رك رك لكل i#j‏ 

‘Iman -Y 
هو شرط لازم وكاف لصحة العبارتين التاليتين:‎ 


-١‏ تتوزع كل صيغة تربيعية ?0 ci=1,...,k (YAY)‏ وفق توزيع كاي مربع 


اللام ركزي Pin, A)‏ حيث 2 2ل MA‏ -بة. 


dij مستقلتان لكل‎ Y A و۲‎ ۲4۲-۲ 


نظرية :)٠١(‏ ليكن X‏ متجها عشوائيا 1 توقعه بر = EX)‏ ومصفوفة التباين 


والتغاير هي < = »٤٥۷)4(‏ حيث بره = ((2)y‏ فعندئذ: 


N‏ نماذج خطية 


(Y, Ye) E(X AX) = tr(A£)+ WA u 


: وبالتالی‎ EXX) = oy + وی :ع‎ ox Ax=3 Sa, x, x, برهان: نعلم أن‎ 
5 isl ادر‎ 


E(X 40-2 > aj E(X; X;)=E 2a; (Sj +4; H;) 
i=l j=l E: 


=D Daj Oj + LLG Hi U; =D Daj O j; + لل‎ AU 
ij 3 E 


=F (AD), +4 A )ادير‎ 48(+ p Ap 


نظرية :)١١(‏ لتكن 21210 ... ,ا متغيرات عشوائية مستقلة حيث 0 = E(X)‏ 
مم = X)‏ لكل ci‏ والعزوم المركزية بع = EX; - OY‏ موجودة من أجل 2,3,4 = ” و4 
مصفوفة nxn‏ متناظرة» ولنرمز axl a poh‏ عناصرها القطرية i‏ 


(رر4,.. .,411,422) = a’‏ فعندئد. 


G 


(FFI) Var(X AX)=(uy-3u3)a س4 +( )س تبر2 جه‎ 0 40+4140 Aa 


: لدينا‎ Var(X 4 X) = E(X AX? - [EX ADP برهان*:‎ 
x'Ax = (x- O A (x- 0+2 0'Ax- 80'A O=(x- O A(x- © 
+2 O'A(x- © + 8'A 9 - yAy+2 0'A ير‎ + 8 
=y'Ay+2b'y+80'A0 
: فنجد‎ E) = 0 وبما أن‎ .۲= X- 0 حيث‎ 


E(XAXx) = E(Y AY) + 4E(b'Y) + (9'A O? +20'A OELY AY+25'Y) 
+4E[b' YY AY] 


وبملاحظة أن: 
H4, i=j=k=t‏ 
E(Y,Y,Y,Y,) =442, i= j,k=t,i=k,j=t,i=t,j=k‏ 
otherwise‏ ;0 
يمكننا كتابة ما يلى : 
E(YAYY = Z; Z; È, È, ay au E(Y; Y; 7‏ 


TY توزيعات صيغة تربيعية‎ 
ar POE 2 
=H, $ a; + H| DY a, a + DO ay + D Gy © 
0 jek isj ie 


2 
= 24| ( 2) “Ei EEa-Eei+EEa Fal 
i i i ‘og i i J i 
=(u, - 32 )x a? + p22 kera} + 21r( 4)] 
i 
50 - 3u? و(‎ a+ p2 kera’ +) 
E(b'Y)=3 £b; رط‎ EY, Y;)= 4 Eb? =p, b'b= p 0 4 9 
fs 
EW'YY A )6م‎ n (Ezan Y, Y, 2 ajk E(Y; Y;Y«) 
7 jk ijk 
= Mb; a, =11,b a=,0 Aa 
i 
فنجد أخيرا بعد التعويض والتبسيط‎ [EX ADP = [e tr A + 0" A OP وبما أن‎ 
: أن‎ 
Var[X' و( 2برة - ونا - زعلا‎ a+ 2 ربرة + ( 2 )س بر‎ 8 48+4, 0" Aa 


وفي حالة توزيع طبيعي يكون 0 - My =3u; «pB‏ وتصبح العبارة : 
0 0 ربره + Var(X’ AX)2y3 tr(A?)‏ قف 


وفي الحالة الخاصة ٠”‏ = ج و O=O‏ تصبح هذه العبارة الأخيرة : 
2 4 
Var(X AX) = 20° tr(A’)‏ ۳( 


(Y, £)‏ تمارين 
-١‏ يتوزع المتجه ۲ وفق التوزيع الطبيعي (<4ى),٨.‏ استخدم النظرية ad (Y)‏ 
أن توزيع هر - WE" (Y‏ - لا) - © هو Lm)‏ 


نماذج 5 خطية 


Uz 
حيث‎ N) 2) متجه يتوزع وفق التوزيع الطبييعي‎ Y-Y 
k 2: شر عه‎ 
5 ap E ap 
جميع عناصره تساوي‎ mxl يرمز لمتجه‎ Ing « y= ulm 8-627 
27“ 2 a 1 


الواحد T = (Lhi)‏ 
(أ ) بين أنه يمكن كتابة “- ,0 ل - رك( - «) - © على الشكل : 
قر Q=(Y-p)! M-‏ 
b 5 +f = dh ,‏ 
1 اك - 16-1 وأنه يمكن كتابة < على الشكل : 


8-2] - p)l, + ,1م‎ lI 


حث 


-Q = )1- po? 7 (m-1) (ب) بین أن‎ 

۳- لتكن By A‏ مصفوفتين mxn‏ و7#*» على الترتيب» بین أن : 

| Im - AB|= | J, - BA| 

۲-٤‏ متجه يتوزع وفق التوزيع الطبيعي (X-A AY 1) 9 Nalt E)‏ = 0. ليكن 


(Y - (‏ 'ط = Z‏ حيث b' = (iy. pdm)‏ متجه من الثوابت. ope‏ أن © و2 مستقلان إذاء 
وفقط إذاء كان 0 -84'م. 

-o‏ ليكن NO)‏ © (إشارة - تعني «يتوزع وفق»). ge‏ أن 
7+ 2+ ۲7 لا يکن أن يكون مستقلا عن Y? +267 +Y?‏ إلا إذا كان 
b cay |al=lb]=1‏ من إشارتين مختلفتين. 

-٦‏ لیکن oh IN Oeh)‏ أن لآ (H~‏ مستقلان. ما هو توزيع 


vn (¥ -7)/Sy 
بيّن أن ?)2 - ۸)۲ = ,0 مستقل عن ?۸-1(8) = ر9 حيث‎ -۷ 
.90,/]0/)۸-1([ = FO,n-1) بین أن‎ Y~ N, (1, 1p) 


توزيعات صيغة تربيعية 1 


Y~ Ny (WB) -A‏ › بین أن LAY‏ = © و - AAY‏ '(بر - Op = (Y‏ مستقلان إذاء 
وفقط إذاء كان 0 = ر24ر4. 

-a‏ في النظرية )4( إذا كان 0 = ير و[ Ay < = ٠‏ متساوية القوى رتبتها er‏ بين 
أن E(Y'A Y= re?‏ 

© إذا كانت »...2,2 مستقلة ولها التوزيع نفسه بمتوسط 0 وتباين‎ -٠١ 
: حيث‎ E(Q) أوجد‎ 

O = (Xi- Xa) + X2 -XF +...+ (Xni Xn)? 

-١‏ لیکن X‏ متجها عشوائيا حيث EX) = Oly‏ و<=()«٥٤»‏ حيث © = رو 
وم - ره » itj‏ بین أن -XP‏ ,16) لآ- © تقدير غير منحاز ل PIPNI)‏ 

-١‏ لتكن Xan Xi‏ عينة عشوائية من توزيع طبيعي MP)‏ أوجد بتطبيق 
العلاقة (۳۲, VarlS?) (Y‏ حيث Ss? = BUM, ~X)?‏ 


-NY‏ لتكن < مصفوفة mxm‏ متناظرة موجبة محددة فيمكن التعبير عنها كما نعلم 
بالشكل «EZ = PP‏ لتكن © أي مصفوفة mxm‏ متناظرة oy‏ أن P'GP 3 EG‏ لہما الجذور 
المميزة نفسها. 


2) dea) 


)٤,١(‏ مقدمة 

يشكل إيجاد واستنباط العلاقات بين متغيرات الكون المحيط بنا حجر الزاوية في سير 
الحضارة البشرية» وأحد أهداف العلم هو اكتشاف علاقات بين ظواهر العالم الذي 
نعيشه وحوادثه ووصف هذه العلاقات والتنبؤ بها. وإحدى صور مثل هذا النشاط 
الإنساني هو الوصول إلى معادلة أو صيغة تربط بين مقادير كمية في عالمنا المعاش. فعلى 
سبيل المثال» قد نهتم بعلاقة بين ضغط الدم لشخص معين وبين عمره» أو العلاقة بين 
درجة الحرارة والضغط في عملية كيميائية tol‏ مصانع البتروكيماويات في المملكة» أو 
بين عدد العذوق (القنوان الدانية) على شجرة نخيل وبين كمية السماد التي خصصت 
لبذه الشجرة» أو بين عدد السيارات التي تشغل طريقا وبين تدفق الحركة المرورية على 
هذا الطريق في فترة معينة من النهار» أو مدى تأثير طريق علاج معينة في شفاء العلة أو 

امرض الذي نعالجه إخ. 
وسنتعرف في هذا الفصل أربعة أنواع من النماذج التي تتناول عدداً هائلاً من 
الظواهر المحيطة بناء OLSI‏ منهما كميان وهما النموذج الخطي العام» ونموذج MEY‏ 
الخطي واثنان كيفيان (وصفيان) هما نموذج التصميم» ونموذج مركبات التباين. وهذه 
النماذج على صلة بعضها ببعض وعند تحليل كل منها للقيام باستقراءات إحصائية 


VW 


1۸ نماذج خطية 


سنلمس قدرا كبيراً من التشابه. وللاستفادة من هذا التشابه سنعرّف أولا النموذج 
الخطي العام إذ يمكن النظر إلى النماذج الأخرى كحالات تندرج في إطار النموذج 
الخطي العام. وسنقتبس في بقية هذا الفصل بتصرف من كتاب النماذج الخطية لجريبل 
Graybill‏ الفصل الخامس ذلك ؛ OY‏ معالجته a ggal‏ النموذج الإحصائي blas‏ متميزة 


)¥,£( النموذج الخطي العام 
يكتب النموذج الخطي العام عادة وفق الصيغة : 
Y=pUx)+e‏ )\ ,£( 


ويستخدم لتحديد قيمة Y‏ بدءا من معرفة قيمة × ALLA‏ ويمثل ux)‏ دالة في متغير 
غير عشوائي × معرفة على Dios‏ أما ۲ وه فكلاهما متغير عشوائي. وبذلك يكون 
tx)‏ الجزء الحتمي من النموذج بينما يمثل ۲ و الجزئين العشوائيين. ونشير إلى Y‏ كمتغير 
تابح أو متغير استجابة بينما نشير إلى × كمتغير مستقل أو متغير تنبؤ. لنفترض » على 
سبيل JU‏ أن ۲ يمثل قياس bis‏ الدم الانبساطي لشخص وأن × copas Jie‏ 
فعندئذ تمثل (×)/ قيمة التنبؤ لضغط الدم بدءا من معرفة العمر ex‏ و(×) - برهو حيدان 
قياس فعلي لضغط الدم عن القيمة المتنبأ بهاء ونرمز لبذا الحيدان بالرمز © وندعوه 
الخطأ. ونلاحظ بوضوح أنه لا يمكن مشاهدة ثم تسجيل قياس ce‏ ولكننا نعرض» 
كجزء من العبارة العامة للنموذج» شيئا ما عن توزيع € الاحتمالي. وبصورة iale‏ 
يكون الشكل الدالي sx)‏ معروفا ولكنه ينطوي على معالم مجهولة» وقي UI‏ البسيطة 
حيث نفترض phx) > + Bx‏ لكل × من SL‏ المصاحب أو الساحة «Pog u IW D‏ 
A‏ معلمتان مجهولتان معرفتان في فضاء معالم -Ag‏ وغالبا ما يكون كل من Bo‏ و,/ أي 
عدد حقيقي. وهكذا نكتب النموذج وفق الصيغة. 


نماذج إحصائية خطية 14 
6 ++ ,م +6 Y) Y=‏ .4( 
ووصف «الخطي» يعني أن الدالة kx)‏ هي دالة خطية في المعالم غير المعروفة. 
وبصورة عامة؛ يمكن أن تكون الدالة hx)‏ دالة خطية في 1 +4 من المعالم Bo‏ « :/ 
لغ كما يمكن كتابتها في واحد من أعم الصيغ لہا على الشكل : 
Hx) = By + Bigi) + hgx) + ... + Pegi)‏ 
حيث ci=1,...,4 qix)‏ دالة معروفة في × ولا تتضمن أية معالم مجهولة. وفيما 
يلي بعض الأمثلة عن نماذج خطية. 
)غير معلوم) Y= y+ pix + Bx’ + Bx + e, E(8)= 0 /ar(e)= P‏ 
(غير (E Y= fx + £ Ele) - 0, Var(e)= 0° (e plas‏ 
Y= + Bx+ Bp € + e, N00) Jyt o’‏ 
حيث يعني الرمز ~ «يتوزع وفق» و۷ ترمز للتوزيع الطبيعي. 
ويمكن أن يكون الجزء الحتمي He)‏ من النموذج دالة في أكثر من متغير واحد» 
٤( P= Co r TE , E(e)=0‏ ( 
A e -1‏ 
حيث ,8 UXX pa) = Bo + 5 x,‏ » أو بصورة اعم : 
isl‏ 
(غير Y= fx + £ E(8)=0, Var(e)= 07 (e plas‏ 
هت 
Hkz) = Bo +E) B,‏ )0 ,€( 
حيث QAX15-+- Xp)‏ دوال معروفة تماما Yy‏ تتضصمن معالم مجهولة. وكمثال» 
Y= A + Bıxı + Bx + Bx + e, Ee) =0‏ 
هذه النماذج هي TE‏ «مجتمع» والبدف» في جزء كبير منه » هو الحصول على 
قيم تقديرية للمعالم. وللقيام بذلك لا بد من الحصول على yer‏ المشاهدات من 


Y.‏ نماذج خطية 


المجتمعات التي مثلها هذه النماذج وعلى سبيل المثال؛ إذا كان النموذج المعطى بالمعادلة 
)٤, Y)‏ هو النموذج الذي سنستخدمه للتنبؤ بضغط الدم عند شخص معين بعد معرفة 
عمره × فلا بد من الحصول على تقديرات By BI‏ وللقيام بذلك نعرف مجتمعا من 
الأفراد لكل عمر سيتناوله النموذج أو يتطرق إليه» ثم نحصل من بعض من هذه 
المجتمعات على قياسات ضغط الدم لعينة من col BM‏ وإذا افترضنا أن النموذج يصح 
hä‏ للأعمار 20ء 625 630 35»...: 75 عاماء فعندئذ تمثل هذه المجموعة من الأعمار 
الساحة 2 للدالة Shay (x)‏ مجتمع من قياسات الضغط عند كل عمر من هذه 
الأعمار. لنفترض أننا قررنا قياس ضغط الدم لفرد واحد نختاره عشوائيا من كل من 
المجتمعات الموافقة للأعمار 20 = ox,‏ 35 = ر×» 50 = ود 60 = و×» 70 = ود 75 X=‏ 
ولنرمز بالرمز Yi‏ لضغط الدم المشاهد عند الشخص الذي سنختاره عشوائيا من مجتمع 
قياسات الضغط عند العمر cx;‏ 1,2,...,6 = . فتكون العينة من المشاهدات التي حصلنا 
عليها هي (xe ye) 2... 202) Ord)‏ ومن خلال المعادلة (E, Y)‏ فإن هذه القياسات 
ترتبط وفق العلاقات : 
i=1,2,...,6‏ ,0 > (2)8 , بع + Y= A+ Bix;‏ )0( 
وتدعى هذه المجموعة من العلاقات نموذج «عينة». ونستخدم هذه الأزواج الستة 
من الأعداد CLD‏ تقديرات للمعلمتين A‏ و8 وأية مقادير أخرى نحتاج إلى تقديرها. 
والنقطة التي نريد إيضاحها هي أن النماذج في (ET)‏ و )0 (E,‏ هي نماذج مجتمعهم 
من حيث إنها تعرف Be‏ فوق مجموعة D‏ هي ساحة الدالة Vy pax)‏ متغير عشوائي 
له توزيع الاحتمالي Fy)‏ يصف مجتمعا من القياسات ۲ وذلك لكل قيمة من قيم × في 


الساحة D‏ ولابد من الحصول على مجموعة من المشاهدات تتضمن n‏ من أزواج 


نماذج إحصائية خطية ۷١‏ 


t (Xm Vn) 6 ... (X22) ¢ (X11) slac YI‏ ثم نستخدم هذه المشاهدات باستقراءات حول 
معالم النموذج. 


(£. y) رلا‎ - + Bixi+ ,ع‎ E(e) = 0, i= 1,2,...,0 


Tore 

١‏ -المتغيرات ,7 متغيرات عشوائية قابلة للمشاهدة. 

"- المتغيرات x)‏ متغيرات غير عشوائية قابلة للمشاهدة وتنتمي إلى ساحة D‏ 

Og و8 معلمتان مجهولتان معرفتان في فضاء معالم‎ AY 

5- المتغيرات 5 متغيرات عشوائية غير ALG‏ للمشاهدة بحيث إن ره = )5 Cov és‏ 
هذه الشروط تعرف غوذجا خطيا بسيظا. 

وقبل التعميم إلى نموذج خطي عام نناقش بعضا ما ينطوي عليه هذا التعريف. 

ملاحظة :)١(‏ كل قيمة من قيم x‏ المشاهدة تحدد دالة توزيع › أي أن x‏ يحدد Ih‏ 
توزيع AO)‏ ولبذه الدالة متوسط Ay + Arr‏ وتباين on‏ وسنأخذ من هذه الدالة عينة 
عشوائية حجمها cl‏ أي مشاهدة واحدة oY)‏ ويتكرر هذا لكل من ودءدء...» King‏ 
ونمثل البيانات المشاهدة بالأزواج (2a) Ki)‏ »...2 (,1.:) . وهذه القيم ترتبط 
بعضها مع بعض وفقا للمعادلة .)٤ , V)‏ 

ملاحظة (؟): عبر الدراسة التي نستخدم فيها النموذج نعتبر المتغير × مثبتا عند 
القيم ×ء...»,× وتفسير الاحتمالات التي تنطوي عليها الاستقراءات كتكرار نسبي 
على المدى الطويل » هذا التفسير يتصل بتكرار معاينة القيم Y‏ أي تكرار أخذ عينة القيم 
...۲,۰ من التوزيعات نفسها B= 1,2,...,۸ OFA)‏ 


وما ينبغي تذكره دائما هو أننا حالما نحدد n‏ من قيم × OU‏ هذه بدورها تحدد n‏ 
من دوال التوزيع f= 1,2,...,# FC)‏ وهذه الدوال هي الدوال الوحيدة التي تجري 
معاينتهاء ,ر تمثل مشاهدة عينة من Fil)‏ وتمثل yr‏ مشاهدة عينة من FC)‏ وهكذا. 
وبالتالي سيكون الاستقراء الذي نقوم به من هذه المشاهدات استقراء لمعالم هذه الدوال 
فقط e‏ إلا أننا نرغب في الواقع باستقراء معالم دالة Fol)‏ مقابلة لقيمة د لم تكن من بين 
قيم × التي اخترناها. وإذا كانت «« تنتمي إلى الساحة D‏ فقد يفيدنا نموذج المجتمع أن 
بعضا من معالم دالة التوزيع Fo)‏ التي لم نقم بمعاينتها تتطابق مع معالم دوال التوزيع 
التي قمنا بمعاينتها. وسنلقي المزيد من الضوء على هذه الأفكار من خلال الأمثلة. 

ملاحظة ("): يقتصر الشرط )2( المذكور في التعريف على الإشارة إلى وجود 
تغاير بين Kg Yi‏ وغالبا ما نضيف بعض الافتراضات حول الأخطاء العشوائية Seg‏ 
نفترض في غالب الأحيانء مثلاء أن الأخطاء م متغيرات طبيعية مستقلة لها التباين Fi‏ 

ملاحظة :)٤(‏ من المهم في كل مسألة تعريف Ogy D‏ ساحة الدالة p)‏ وفضاء 
المعالم 2# على الترتيب By‏ العديد من المسائل يشكل الفضاء الإقليدي د فضاء 
المعالم لأنه يمكن أن يكون كل من Bis A‏ أي عدد حقيقي. ولكن قد يكون واقعيا أن 
نفترض 0 A=‏ في بعض النماذج» أو أن نفترض 0 < fi‏ أو نفترض شروطا أخرى 
بالنسبة للمعالم 8. وغالبا ما تكون الساحة D‏ فترة على محور السينات» أو مجموعة من 
الأعداد الصحيحة» وهكذا. والسبب وراء تعريف D‏ هو أن النموذج plx) = Py + Bix‏ 
يمكن أن يشكل نموذجا جيدا في دراسة معينة في حالة قيم معينة للمتغير ×» ولكنه ليس 
كذلك بالنسبة ie pat‏ أكبر من قيم × أو لجميع قيم x‏ 


نماذج إحصائية خطية vy‏ 

ملاحظة (8): من المهم أن نتمكن من مشاهدة أو قياس ad‏ × بدون خطأء 
وعندما لا يكون الأمر WIS‏ ستتغير الحالة الاستقرائية بصورة جذرية» وسيتطلب 
الموقف فرض شروط أخرى إضافية على النموذج. وعندما يكون × متغيرا مستمرا مثل 
طول أو وزن» فمن المستحيل مشاهدة مقادير كهذه دون خطأ. ويشير هذا إلى صعوبة 
جدية في محاولة نمذجة العالم الواقعي المحيط بنا. ونكتفي هنا بالقول إنه عندما نستخدم 
النموذج الخطي العام في حالات كهذه OW‏ تباين القياسات × يجب أن يكون «صغيرا» 


بالمقارنة مع القيم المشاهدة للمتغير cx‏ ما يسمح بافتراض أن قيم × هي أعداد مثبتة 


عمليا lily‏ بدون خطأ. 
تعريف (Y)‏ نموذج (عينة) خطي عام. لتكن المعادلات التالية وعدتها in‏ 
ارثا > 1 , ,E(6,)=0‏ ,6+ رق =E xy‏ با (£,A)‏ 
ادر 
حيث : 


-١‏ المتغيرات Y;‏ متغيرات عشوائية ALG‏ للمشاهدة. 

D متغيرات غير عشوائية قابلة للمشاهدة وتنتمي إلى ساحة‎ xy المتغيرات‎ -Y 

Og معالم مجهولة معرفة في فضاء معالم‎ A -Y 

Cow, &) = المتغيرات 6 متغيرات عشوائية غير قابلة للمشاهدة بحيث إن‎ -٤ 
فتعرف هذه المواصفات نموذجا خطيا عاما.‎ . ٥ 

Key‏ أننا سنستخدم المصفوفات عبر الكتاب فنعيد كتابة المعادلة A)‏ , 4) على 
الشكل : 


(£,4) 1-4 4+4 


V٤‏ نماذج خطية 

حيث Y‏ متجه 7*1 Xg‏ مصفوفة By nxp‏ متجه Eg pxl‏ متجه nx]‏ يحقق الشرطين 
«Cov(e) = Ly 8)© > 0‏ وذلك بالمواصفات نفسها المذكورة آنفا لعناصر كل منها. وإذا 
أردنا كتابة المصفوفات والمتجهات الواردة في المعادلة (9 , )٤‏ بالتفصيل نجد : 


0 \ +) Y Xii X2 + Xip 
Y= A ye Xa Xn -= Xp 
x Xa Xm Xnp 

6 3 

8 =|" 

B, En 


لاحظ التعديل البسيط في مدى الدليل j‏ لعناصر المتجه / وهي هنا من 1 إلى م بدلا من 
0 إلى 1-م. وكذلك الأمر بالنسبة للدليل الثاني في pole xy‏ المصفوفة X‏ وهي بهذا 
تصبح أكثر تناظرا. وسيتعرف القارئ بسهولة على الحالات الخاصة» فمثلاء إذا تضمّن 
النموذج A‏ يصبح العمود الأول في المصفوفة X‏ متجهاجميع عناصره تساوي الواحد 
وعناصر المتجه 8 عندئذ ستكون Bor tet By (By‏ 

وفيما تبقى من هذه الفقرة نناقش كيف يمكن توليد مثل هذا النموذج في حالات 
من عالم الواقع الذي يحيط بنا ونقدم بعض الإرشادات التي تعين في إقامة النموذج 
aly gl‏ 

لنفترض أن متغيرين × 29 يقيسان ظاهرتين من ظواهر العالم الحيط بنا وتربطهما 
علاقة 0 = )2 glx,‏ فقد يقول البعض إن هذا تجريد رياضي لا وجود له في عالم الواقع » 
ومع ذلك يبقى لمثل هذه العلاقات أهميتها البالغة» إذ لو لم تكن مثل هذه العلاقات 
دقيقة دقة تامة» فقد تمثل بصورة تقريبية ناجحة ما يجري بالفعل في عالم الواقع. وعلى 
سبيل المثال فإن الدائرة كما يعرفها علم البندسة لا وجود لهاء في الواقع » إلا في مخيلتنا 


نماذج إحصائية خطية Vo‏ 


التي تختزن لہا شكلاً من خلال تعريفها كمحل هندسي للنقاط التي تبعد مقدارا ثابتا 
عن نقطة ثابتة. وهناك علاقات رياضية تتعلق بمحيطها ومساحتها ومختلف خواصهاء 
إلا أن أحدا لا يستطيع أن So‏ أهمية العجلة والدولاب التي تعتبر الدائرة الرياضية 
نموذجا لباء في حياتنا بأسرها. 

iol‏ مثلا العلاقة دو بين الزمن r‏ والمسافة التي تقطعها نقطة مادية 
تسقط في فراغ بفعل الجاذبية الأرضية. ومن معرفة ؛ يمكن تحديد المسافة. وكذلك PY‏ 
في العلاقة بين مقاومة دائرة كهربائية وفرق الجهد بين قطبيها وشدة التيار الذي يسري 
فيها إلخ. ونجد في علاقات من هذا النوع z= px)‏ حالة خاصة جداً من النموذج 
)٤ ,۱(‏ » حيث يصبح كل من متوسط E‏ وتباينه مساويا للصفرء ولا يتضمن النموذج 
عندئذ مركبة عشوائية وبالتالي فهو ليس نموذجا إحصائيا ولكنه نموذج رياضي. ومع 
ذلك فهناك حالات يصبح فيها مثل هذا النموذج الرياضي نموذجا إحصائيا. فلنفترض 
الحالة التي لا يمكن فيها مشاهدة المتغير2؛ وبدلا من مشاهدة 2 فإننا نشاهد في الواقع 

متغيرا ۲ حيث م + 2 = ۲» أي أن المتغير العشوائي ۲ يساوي القيمة الحقيقية 
للمتغير 2 مضافا إليها خطأ عشوائي 6 وبوضع Y- E‏ بدلا من 2 نجد x) + E‏ = ۲. وما 
نقول هنا هو أنه بالرغم من وجود Be‏ دالية بين متغيرين 2 و× إلا أننا نجد من 
الضروري إقحامها في صيغة النموذج الإحصائي )٤ , ١(‏ إذا كان قياس المتغير التابع 
ينطوي على خطأ قياس. 

ومع وجود العلاقات الدالية في العديد من ميادين العلوم وفي طليعتها الفيزياءء 
إلا أنه توجد ميادين علمية أخرى مثل الأحياءء الاقتصادء الأرصادء E)‏ حيث تكون 
العلاقات بين المتغيرات أكثر إبهاما وتعقيدا. وعلى سبيل JA‏ نعلم أنه لا يمكن التبنؤ 
بالضبط بإنتاج القمح في قطعة من الأرض. هناك العديد من العوامل المؤثرة في هذا 


۷٦‏ نماذج خطية 


الإنتاج» مما نعلمه» ولكن المعادلة التي تربط بين هذه العوامل والإنتاج غير معروفة. 
فكمية السماد المطبقة x‏ ودرجة الحرارة cxi‏ ومعدل سقوط المطر cx‏ ومقدار التعرض 
لأشعة الشمس cy‏ وخصوية التربة cos‏ والعديد من العوامل الأخرى لبا أثرها في 
الإنتاج 2. ومع أن العوامل المؤثرة بمجملها غير معروفة لناء والعلاقة التي تربط بين 
ake‏ المتغيرات هنا غير معروفة » إلا أنه من المفيد في بناء نموذج أن نفترض أنه إذا علم 
الباحث جميع المتغيرات ذات الأثر» وكان قادرا على قياسها واحدا فآخرء وكان على 
علم بالعلاقة التي تربط بينها تماماء فسيكون قادرا على تحديد 2 من خلال صيغة z=‏ 
By . gO ×...‏ معظم الدراسات لا نستطيع حصر كافة العوامل المؤثرة ولكن غالبا 
ما نتمكن من عزل عدد قليل منها تكون الأكثر فاعلية وتأثيرا في تحديد ez‏ أي تحديد 
جملة من المتغيرات المسيطرة. لنفترض» مثلاء أن متغيرا × auld Se‏ عمليا بدون 
خطأ هو المتغير المسيطر الذي يعود له معظم الأثر في تحديد قيمة ez‏ فيمكن عندئذ فصل 
النموذج Xiri)‏ ,»)ع = 2 بحيث يتخذ الصيغة التالية : 


21 z = px) + h(x, Xis... Xe) 


حيث الدالة a)‏ معروفة (باستثناء معالم مجهولة) والدالة Axa)‏ غير معروفة. 
ومن المفترض أن قيم hlan)‏ صغيرة بالقياس إلى قيمة Ma)‏ من أجل قيم جميع 
قيم ×» × ...»× في الساحة المعنية. وإذا لم يكن الأمر WIS‏ فقد لا يكون النموذج 
مفيدا. وهكذا يدرك الباحث أن المتغير × هو المتغير المسيطر في مسألة تحديد ez‏ ويدرك 
أيضا أن هناك متغيرات أخرى ot‏ ...»+ (بعضها عشوائي وبعضها غير عشوائي) كان 
ينبغي أن يتضمنها النموذج إذا كان له أن يحدد 2 بالضبط. ويفترض بالإضافة إلى ذلك 


أن هذه المتغيرات ثانوية من حيث أهميتها في تحديد 2 وأنها تتغير بصورة غير معروفة مع 


نماذج إحصائية خطية VV‏ 


تغير المتغير الرئيس x‏ وهكذا توجد ريبة وعدم قدرة على التنبؤ بقيم 2 يعودان إلى 
تأثيرات المتغيرات الباقية ee. ox‏ يضفي على النموذج (ضجة) أو (ضوضاء)» هو 
ما يطلق عادة على ما يبدو أنه مركبة تغير عشوائية لا تزال باقية في 2 بعد أن أحطنا 
بتأثير المتغير المعروف ×. وهكذا نكتب ١١(‏ , 5) على الشكل : 
Y= jx) +‏ 0 
حيث وضعنا المتغير العشوائي ‏ بدلا من Ax.)‏ لاحظ أن ۲ Ce‏ محل 2 COW‏ 
وإذا كان 0 = Ela‏ فإن للمتغير العشوائي ۲ توقعا يساوي u(x)‏ وهذا نموذج إحصائي 
كذاك المعروف في ١(‏ , 5) ومن المهم ملاحظة أنه يمكن استخدام px)‏ لتحديد 2 ولكن 
قيمة ua)‏ من أجل × محددة لا تعطي القيمة «الصحيحة» المقابلة للمتغير 2 إذ يمكن أن 
يوجد العديد من القيم المختلفة للمتغير 2 في مقابل قيمة * تلك. فمن أجل 
= مثلاء نجد من(١١ (E,‏ أن: 
(الر.. .زا z= pa) + h(a,‏ 
وستعتمد قيمة 2 على قيم ore or‏ التي يمكن لبا أن تأخذ قيما مختلفة في مقابل 
القيمة المثبتة نفسها x= a‏ وإذا كتبنا هذه العلاقة الأخيرة على الشكل : 
Y= da)+eé‏ 

وكانت قيم Ma, ×٠,...×0‏ تتغير ضمن فترة صغيرة (أي كان Varle)‏ صغيرا) فعندئذ 
يمكن اعتبار pa)‏ عمليا تقريبا Lie ye‏ لقيمة z‏ المقابل للقيمة ۾ = ×. 

وتعود المركبة العشوائية في )٤ VY)‏ إلى خطأ معادلة نتيجة استخدامنا Wx)‏ بدلا 
من القيمة الصحيحية ...»)۸ + la)‏ للمتغير . وينبغي التنويه إلى أنه إذا كانت Y‏ 
غير قابلة للمشاهدة وإنما هناك خطأ قياس عند قياس 7 فعندئذ يمكن كتابة 
oP - (+ '‏ وبدلا عن المعادلة (E, VY)‏ نضع عندئذ: 


(£, Y) Y = hx) + E” 


VA‏ نماذج خطية 


حيث '# c= et‏ وتنتتمي هذه الصيغة أيضا إلى الإطار العام الموصوف في )٤ , ١(‏ 
ومركبة الخطأ ' 6 تنطوي على مركبتين إحداهما مركبة خطأ DL‏ والأخرى مركبة 
Les‏ القياس. كما نلاحظ أن chlen.)‏ وقد أصبحت e‏ في المعادلة (؟١‏ , )٤‏ تفيد 
ضمنا أن م يعتمد على المتغير المسيطر ox‏ وبالتالي يعتمد توزيع E‏ على المتغير cx‏ كما 
هو الحال فعلا في بعض النماذج حيث لا نستطيع تجاهل حقيقة أن Var(e)‏ يعتمد على × 
وسيشكل هذا عندئذ نقصا أو علة في النموذج تستدعي المعالجة» وبصورة عامة 
سنفترض دائماء وكجزء من النموذج أن 0 = )5 أياً كانت قيمة ox‏ ذلك GY‏ إذا كان 
Ale)‏ معتمدا على x‏ فيمكن استيعاب ذلك داخل الجزء fx)‏ نفسه. 
مثال :)١(‏ لنفترض أن المسافة 5 التي تقطعها نقطة مادية خلال زمن ؛ معطى 
بالعلاقة : 
الت كن (4,15) 
فالمتغير ؛ متغير غير عشوائي وسنفترض أنه يمكن قياسه بدون خطأء إلا أن 
المسافةى لا يمكن قياسها بدقة» Uy‏ نشاهد قيمة ۲ حيث ع + ء = ۲» وم خطأ قياس. 
وبالتعويض نجد: 
E(e)=0, Varle)=o* (Jye)‏ ,ع + Y=fyt‏ )0\ ,£( 
ولنفترض أن هذا النموذج يصلح للتطبيق ضمن الفترة 100 < > 0. فهذا نموذج 
Be‏ دالية مع خطأ قياس في المتغير التابع. ويختار الباحث gem‏ القيم 2 2»...؛,) 
ويشاهد المسافات المقابلة ر» در» Yue‏ وهكذا يكون نموذج العينة : 
Y= 6+ ptit &, E(g)=0,i=1,...,0‏ 
ويتفق هذا مع النموذج الخطي البسيط في .)٤ , ١(‏ 
مثال (7): من المعروف أن تيار الماء في نهر ممتد fat‏ معه حصى» على طول 
مساره» وتصبح الحصيّة أكثر نعومة وتتجه إلى الاستدارة في شكلها وهي تمضي مع 


نماذج إحصائية خطية v4‏ 


مجرى مياه النهر. ويمكن الاستفادة من شكل الحصى لتحديد المسافة التي قطعتها 
وبالتالي التعرف على مصادرها. ويهتم الجيولوجي بالعلاقة بين شكل حصيات 
الجرانيت (مقياس لكروية الحصاة) والمسافة التي قطعتها عبر مجرى النهر بدءا من الموقع 
الذي يعتبر مصدرا لها. والنموذج الخطي هو: 


227 Y= مق‎ + Pete, 2-0©)ظ‎ , Var()= »* (Ja) 
وهو نموذج بخطأ معادلة نظرا لوجود عوامل أخرى غير عامل المسافة المقطوعة‎ 
.[ يؤثر في كروية الحصاة‎ 


لنفترض أن هذا النموذج يصح لقيم × ضمن الفترة 300 > × > 50 ميل» أي أن 
الساحة D‏ هي (300 > × > 50 D = fx:‏ ولدينا هنا مجموعة غير قابلة للعد من قيم x‏ 
لنفترض أنه من أجل كل e‏ ×» يتوزع Mx)‏ وفق التوزيع الطبيعي بمتوسط Hx)‏ وتباين 
oo?‏ حيث ×۸ a) = ht‏ وحيث Bf‏ و02 معالم مجهولة. ومن المهم ملاحظة أننا 
لم نعرض شيئا يتعلق بالتوزيع المشترك للمتغيرات العشوائية» ولكن عرضنا التوزيع 
البامشي للمتغير M(x)‏ لكل قيمة من قيم × في الساحة D‏ 

وأحد أهداف هذا النموذج هو تقدير المعالم 6B oh‏ و 02 بالاستفادة من 
مشاهدات عينة من النموذج. وهدف ST‏ يمكن أن يكون تقدير xo‏ المسافة التي قطعتها 
حصاة بدءا من مصدرها وذلك من خلال مقياس كرويتها yo‏ ويشار إلى هذا أحيانا 
بالانحدار المعاكس حيث نستخدم قيمة للمتغير التابع لتقدير قيمة للمتغير المستقل. 

لنفترض أن الباحث قرر قياس كروية حصاة (أو بصورة أكثر واقعية حفنة من 
الحصيّات) وذلك كل 50 ميل من مجرى النهر. وهكذا يختار مثلا مجموعة من 6 قيم 
للمتغير × من الساحة eD‏ یرمز لہا بالرموز 50 = x= 100 «x,‏ 150 = و×» 200 = 6x4‏ 


xe = 300 «xs = 0‏ وهذا pee‏ التوزيعات F‏ التى سيعايئها. joes‏ الباحث على 


As‏ نماذج خطية 


مشاهدات الكروية من ستة توزيعات لستة متغيرات عشوائية هي : Yaso) « Yaon) Yeso)‏ 
-Fisoo « Yaso Yeo)‏ وسنستخدم الرمز ۷١‏ لمتغير العينة العشوائية حيث X=‏ أي أن 
Yi‏ ترمز لمشاهدة عشوائية من دالة التوزيع للمتغير العشوائي ,۲ » وللرموز 162...272 
معان أو تفسيرات مشابهة. وعلى سبيل e JEI‏ إذا اخترنا هنا عشوائيا حصاة من مجرى 
النهر عند الموقع الذي يبعد 50 ميلا عن نقطة البدء» فنحصل على المشاهدة ۲١‏ التي 
تمثل مشاهدة عشوائية لمقياس الكروية. وإذا أعيدت هذه العملية في المواقع الخمسة 
التالية Cody‏ الاختيارات بصورة يمكن معها اعتبار المشاهدات الست مستقلة بعضها عن 
بعض» فيمكن عندئذ كتابة نموذج العينة على الشكل : 
#ر.. .و1 i=‏ , 0 - (8)6 , 6 مستقلة, & Y;= fy + frit‏ 40 

وعلى أساس هذه الأزواج الستة (x696) » ... (IN)‏ نستقرئْ حول o? Bc Py‏ 
وحول دوال في هذه المعالم. 

وكقاعدة عامة لا يمكننا الاستقراء حول توزيع (مجتمع) لم نأخذ منه أي عينة 
(لم نعاينه). وفي مثالنا هنا لم نشاهد أي حصاة على مسافة 235 = × ميلا وبالتالي لم 
نعاين التوزيع Frast)‏ ولكننا افترضنا في نموذج امجتمع أن المتغير العشوائي Yass)‏ 
يخضع للتوزيع الطبيعي بمتوسط يساوي 2356 + A‏ وتباين P‏ ومع حصولنا على قيم 
تقديرية للمعالم p 6 fh‏ 52 من العينة ذات المشاهدات الست التي ذكرناها يمكننا تقدير 
متوسط وتباين م۲ دون أن يكون لدينا أي مشاهدة من هذا التوزيع. 

ويجدر التنويه إلى أننا لا نستطيع تقدير متوسط وتباين التوزيع Yaso‏ مثلاء 
LY‏ لا نعلم شيئا عن Ax)‏ خارج الفترة 300 > x‏ > 650 وقد يكون sfx)‏ مختلفا عما 
افترضناه كنموذج مقبول ضمن هذه الفترة» ونعني x) = / + Ae‏ ورا اقتصر 


نماذج إحصائية خطية A\‏ 


الباحث على هذه الفترة 300 > × > 50 OY‏ اهتماماته تنحصر فيهاء أو لأنه لا ملك 
معلومات كافية لنمذجة الظاهرة المدروسة بصورة تتعدى هذه الفترة. 
مغال - نرغب في دراسة العلاقة بين درجة الحرارة xi‏ والضغط يد من جهة 
وبين متانة مادة مصنعة » Y‏ من جهة أخرى. وكتقريب أولي نفترض dye‏ الجتمع : 
+B, xı + B x, + By xx, +E, E(€)=0‏ م = i PET‏ 
فوق الساحة 5 : 
}2000 < يدك 1000 ; 1500 < D= {(xı, x2): 500 < xı‏ 
حيث xy‏ مقاسة بالدرجات المئوية my‏ مقاس بالأرطال (الباوند) لكل بوصة 
مربعة» وآ بالأرطال لكل بوصة مربعة. ونرغب في الحصول على صورة للاستجابة ۲ 
فوق الساحة» ولبذا الغرض أخذنا عينة تتضمن قيمة للمتانة ۲ عند درجات حرارة × 
تبعد الواحدة عن الأخرى بمقدار 100 درجة مئوية وعند ضغوط × dag‏ الواحد عن 
الآخر بمقدار 100 رطل للبوصة المربعة. ونفترض أنه لكل (my, mm)‏ من الساحة D‏ 
2. وهكذا نختار عينة من مشاهدة واحدة Y‏ من كل من توزيعات المتغيرات )1000 ,¥300 c‏ 
Y(600,1000)‏ ؛ --- € )1500.2000( “¢ ولنرمز لقيم هذه العينة بالرموز 26 » yin‏ إذ يوجد 
121 من القيم المتميزة Gm) J‏ وأحد الأهداف هنا هو إيجاد القيمة 
Gm)‏ التي تجعل a)‏ أعظم ما cg Se‏ أي إيجاد قيمة درجة الحرارة وقيمة الضغط 
المؤديتين إلى أكبر متانة للمادة المصنعة. 
وقد تعين هذه الأمثلة في فهم كيفية استخدام النموذج الخطي العام لنمذجة 
حالات من العالم الواقعي. 


AY‏ نماذج خطية 


(é, Y)‏ نموذج الانحدار الخطي 
الشيء الرئيس المميز لنموذج الانحدار الخطي عن النموذج الخطي العام هو أن 
المتغير المستقل في هذا الأخير غير عشوائي بينما يكون عشوائيا في نموذج الانحدار الخطي 
العام. وهكذا يكون لمتغيرين 2 eW Xy‏ توزيع مشترك» sal,‏ الأهداف هو تقدير 
معالم التوزيع الشرطي ل (× = ×|2). وعند انطباق نموذج الانحدار الخطي فإنه يسمح› 
في العديد من المسائل » بتحليل أكثر YLS‏ للحالة المدروسة بالاستفادة من الارتباط. 
ولتقديم هذا النموذج سنفترض أن 2 و× يتوزعان بصورة مشتركة وفق التوزيع 


Hz oi. Ox Oz 
H= 9 r= 5 = 
ral 0 A : oto} 
أن متوسط وتباين التوزيع الشرطي ل (×=×|2) هما:‎ (Y, ۱ ٠( ونعلم من‎ 


5]2| ع‎ = x]= uz +22 (x- ux) =b + x 
Ox 


5 62 o 
: خف - ری =8 , 42 - ,6 » وتباين‎ Hy حيث‎ 
o 6 
2 x 


Var[z|x = x|=0? e =o; )1- p°)=0° 
x 


وسنستخدم الرمز )2 = ZIX‏ = ۲ لتمثيل المتغير العشوائي الذي دالة كثافته 
الشرطية («)ء-×|ء/ 

ونستخدم p(x)‏ لتمثيل متوسط (2 -غ2|16) Y=‏ وهكذا يكون += )ضر و 
oF‏ (أو ?0( لتمثيل تباين (ZIX=%)‏ = ۲» أي أن (*م-6:)1- ه. ويمكننا OW‏ 


: كتابة‎ 
Y¥=(Z|X=x) = ux) + Ax), dx} N(0, P), - مه‎ <x > + مه‎ 


نماذج إحصائية خطية AY‏ 


وهذا يوضح مدى التشابه بين هذا النموذج والنموذج الخطي العام. وفي 
الحقيقة » فإن التحليل الإحصائي وطرق الاستقراء المستخدمة في النموذج الخطي العام 
يمكن استخدامها أيضا في نموذج الا نحدار الخطي. 

مثال (4): لنفترض أننا نرغب في تحديد طول يافع 2 من سكان مدينة كبيرة عند 
بلوغه سن الثامنة عشرة وذلك من معرفتنا بطوله × عندما كان في العاشرة من عمره. 
ونفترض أن أطوال الذكور في المدينة في سن الثامنة عشرة 2 وفي سن العاشرة × يتبعان 
التوزيع الطبيعي بمتغيرين. أي أن | | يتوزع وفق التوزيع الطبيعي بمتوسط 3 u=‏ 


لنفترض Ll‏ نريد التنبؤ بما سيكونه طول شخص عمره عشر سنوات عندما يبلغ 
الثامنة عشرة؛ يمكن استخدام المتوسط piz‏ وهو متوسط التوزيع البامشي للقيام بهذه 
المهنة » فتوزيع أطوال جميع الذكور في المدينة الذي كانوا أو سيصبحون في الثامنة عشر 
من عمرهم هو توزيع طبيعي متوسطه م وتباينه 62. إلا أنه توجد قيمة تنبؤ قد تكون 
أفضل بكثير» بمعنى أن تباينها أصغر من .٠١‏ ونحصل على مثل هذه القيمة التنبؤية 
باستخدام متوسط التوزيع الشرطي بدلا من التوزيع البامشي. هب أن الطول عند 
العاشرة كان xy‏ للشخص الذي نريد التنبؤ بطوله عندما يبلغ الثامنة عشرة» نعلم أن 
طوله حينئذ ينتمي إلى التوزيع الشرطي للمتغير Y= )2|× = xo)‏ ونعلم أن متوسط هذا 
التوزيع هو ho)‏ ,4=( - مم)( 67 / «uz + (Oz‏ وأن تباينه 62-(2م -1) }0 وما أن 
1> مء وقد يكون م قريبا تماما من الواحدء فإن 67 سيكون أصغر بكثير من 62. 
وبالتالي Ob‏ احتمال أن يكون طول الشخص call‏ في الثامنة عشرة أقرب إلى Mx)‏ 
منه إلى uz‏ هو احتمال عال. وسواء بالنسبة إلى يل أو إلى )م التي تنطوي على 
معلمتين By «fy‏ غير معروفتين» لا يكن استخدامهما مباشرة للتنبؤء ولا بد من 


۸٤‏ نماذج خطية 


اختيار عينة من التوزيع الطبيعي بمتغيرين 20 (Z‏ واستخدامها لتقدير المعالم التي 
نحتاجها لغرض التنبؤ. وهكذا نختار عشوائيا n‏ من الذكور الذين تجاوزوا الثامنة عشرة 
ونسجل بالنسبة لكل منهم طوله في العاشرة وفي الثامنة عشرة من عمره فنحصل على 
Zp) Oo. (My Zi)‏ )» ثم نستخدم هذه العينة لتقدير معالم التوزيع الطبيعي بمتغيرين 
يلل Oz 607 é Ox Mr‏ ومن هذه القيم التقديرية نقدر (Bi‏ وت » وهي المعالم في 
التوزيع الشرطي ل (×=×|2) Y=‏ وأخيرا نقدر SY p(x)‏ قيمة محددة ×. 

وتنبغي مقارنة المعاينة في نموذج الا نحدار الخطي مع المعاينة في النموذج الخطي 
coll‏ حيث نحصل أولا على مجموعة من القيم x‏ (عشوائيا أو وفق تصميم معين)» 
lias‏ يحدد الدوال في نموذج المجتمع التي سنحصل منها على قيم عشوائية للمتغير ۲. في 
النموذج الخطي العام يوجد لكل قيمة × من ساحة النموذج D‏ توزيع احتمالي 
متوسطه Bt fix‏ وتباينه 57» بينما لا يوجد في نموذج الانحدار الخطي إلا توزيع Joly‏ 
هو التوزيع بمتغيرين ZY‏ ونفترض أن متوسط التوزيع الشرطي J‏ 
(« -|2) هو fy + pix‏ وتباين 62. 

ويمكن تعميم هذه الأفكار إلى حالة 1 +« من المتغيرات العشوائية ...× (Xo,‏ 
وليس من الضروري أن يكون توزيعها المشترك طبيعيا. (وضعنا X‏ بدلا من AZ‏ 
ونعرف LS‏ يلي النموذج العام للانحدار الخطي. 

تعريف (۳): نموذج الانحدار الخطي العام: لتكن المتغيرات العشوائية »ل ,لل ... » 
× لها توزيع احتمالي مشترك بمتجه متوسطات uo‏ ومصفوفة تغاير '2 وبحيث GE‏ 
التوزيع الشرطي للمتغير 9× Y= ) |× =×, Xo > <:,..., X=‏ الشروط التالية : 


k 
ELX |X, = Xise Xr = x)= My (Mp ...و‎ (> Bo +O Bx -\ 


أي أن متوسط المتغير الشرطى 7 دالة خطية فى المعالم B‏ وخطية فى المقادير x‏ 
Z 2 g igh ah‏ یر 


Ao نماذج إحصائية خطية‎ 
Var[(X |X, = x,...X, = =° -y 


فتعرّف هذه المواصفات عندئذ ما يسمى نموذج الانحدار الخطي العام. 

ويجدر التنويه إلى أن الشرط (Y)‏ يعني أن 2 مقدار منته ولا يعتمد على القيم 
المشروطة xyes cr‏ كما أننا في حالات معينة نضيف شرطا WE‏ هو أن التوزيع المشترك 
للمتغيرات eX‏ ۰...۸ هو التوزيع الطبيعي. 

مثال )200 من المعروف أنه من الصعب التنبق بدقة بإنتاج القمح لقطعة من 
الأرض. وندرك العديد من العوامل المؤثرة في مثل هذا الإنتاج» وإن كنا لا ندركها 
جميعاء كما أن المعادلة التي تربط بين هذه العوامل والإنتاج غير معروفة. وعلى وجه 
العموم يمكن القول إن المعدل اليومي لدرجة الحرارة Xi‏ ومؤشر الأمطار الساقطة e Xa‏ 
ومقدار التعرض لأشعة الشمس OX‏ وخصوبة التربة × بالإضافة إلى العديد من 
العوامل الأخرى تؤثر في محصول القمح الناتج Xo‏ وكتقريب أولي» سنفترض أن 
المتغيرات العشوائية Xi Xo‏ د Xa Xs‏ تشكل متجها من خمس مركبات يخضع 
للتوزيع الطبيعي متعدد المتغيرات. وبالتالي نكون قد حددنا نموذج انحدار خطي عام كما 
ورد في التعريف (Y)‏ ولمعاينة هذا النموذج يمكن افتراض أن هذه القياسات الخمسة 
مأخوذة فوق جميع المزارع في منطقة واسعة تشكل مجتمعا طبيعيا بخمسة متغيرات. 
ويمكن أن يقرر الباحث اختيار 30 من هذه المزارع عشوائيا وقياس المتغيرات الخمسة في 
كل منها. ونرمز للعينة المشاهدة عندئذ كما يلي : 

رقم العينة المتسلسلة 


[Xio Xiu, Xiz» X13, X4] 1 
[X20, X21, X22, X23, X24] 2 


[X300, X30.1; X302, X303 X304] 30 


At‏ نماذج خطية 


إذا افترضنا أن المعاينة قد تمت بحيث أن المشاهدات من مزرعة إلى أخرى مستقلة 
بعضها عن بعض فعندئذ نكون قد حصلنا على عينة حجمها 30 من توزيع طبيعي 
بخمسة متغيرات » ونريد تقدير ٩ Oka Cot OH, 6 Oky é Hy, to My, | My‏ ووم 
٥ “٠٠٠١ Prox,‏ ومنها تقدير Axa)‏ للتنبؤ بإنتاج القمح وتحديد ما إذا 
كانت زراعة القمح في هذه المزرعة مربحة أم لا. 

مثال (5): لنفترض دراسة Gag‏ إلى التعرف على SE‏ العمر Xi‏ ونسبة 
الكوليستيرول في الدم Xa‏ على ضغط الدم الانبساطي Xo‏ عند النساء اللاتي تجاوزن 
الخامسة والثلاثين من العمر. ونفترض أن العمر Xi‏ والكوليستيرول X‏ وضغط الدم 
الانبساطي XH‏ عند كافة النساء اللاتي تجاوزن الخامسة والثلاثين في المملكة تشكل 
توزيعا بثلاثة متغيرات يحقق شروط التعريف (Y)‏ ولعاينة هذا النموذج نختار عشوائيا 
# من النساء اللاتي تجاوزن الخامسة والثلاثين» ونقيس عند كل منهن العمرء نسبة 
الكوليستيرول في الدم» وضغط الدم الانبساطي » ونرمز للعينة العشوائية المشاهدة كما 


يلي : 


رقم العينة المتسلسلة 
[Xo X11, X12] 1‏ 
[X20, X21, X22] 2‏ 
[Xm Xni» Xm] n‏ 


إذا افترضنا أن هذه العينة هي عينة عشوائية حجمها ” من توزيع طبيعي بثلاثة 
متغيرات» وبدلا من تحديد الدالة دحيم + uxi) = A + pixi‏ للتنبؤ بضغط الدم بدءا 
من معرفة العمر ونسبة الكوليستيرول» نهدف هنا إلى تقدير Be‏ وهو يمثل التغير في 
ضغط الدم المقابل لتغير قدره الواحد في نسبة الكوليستيرول. ومن هذا التقدير SE‏ 
تحديد ما إذ كان يمكن لامرأة تعاني من ارتفاع ضغط الدم وارتفاع الكوليستيرول أن 


نماذج إحصائية خطية AY‏ 
تخفض ضغط الدم عندها من خلال التحكم بنسبة الكوليستيرول وتخفيضه باتباع حمية 
غذائية مناسبة. 

)٤ ,٤(‏ نماذج التصميم 

سنعرض في هذه الفقرة والفقرة التالية نوعين كيفيين (وصفيين) من النماذج هما 
نماذج التصميم ونماذج مركبات التباين. ويشير مصطلح الكيفي (الوصفي) والكمي هنا 
إلى متغير التنبؤ أو المتغير المستقل x‏ المستخدم في الفقرات السابقة. ويكون النموذج 
كمياء بصورة cile‏ إذا كانت المتغيرات المستقلة × » قابلة للقياس مثل الوزن» 
الطول» الزمن؛ الضغط BY‏ وإذا كانت وصفية مثل اللون» الصنف» أنواع COV‏ 
أنواع السيارات» طرق الإنتاج » فيسمى النموذج نموذجا LAS‏ (وصفيا). ويجدر التنويه 
هنا إلى إمكانية وجود تصنيفات وصفية معبر عنها بدلالة متغيرات كمية وذلك عندما 
نستخدم هذه المتغيرات الكمية بطريقة وصفية بغية التصنيف. وسنعرض لذلك في المثال 
(A)‏ وقبل تعريف نموذج التصميم سنوضح ببعض الأمثلة. 

مثال (۷): لنفترض أن شركة تريد معرفة ما إذا كانت توجد أية فروق BSH‏ 
متانة مسامير فولاذية ملولبة بقطر Z‏ بوصة ومصّعة بطريقتين مختلفتين. وهناك مجتمعان 
في دراسة كهذهء ويتضمن المجتمع : إنتاج الشركة السنوي من المسامير المصنوعة 
بالطريقة ci‏ 1,2 -:. ليكن )»,٠7(‏ متوسط وتباين المجتمع (التوزيع) الأول و(62,ينر) 
متوسط وتباين المجتمع (التوزيع) الثاني. اخترنا عينة من 3 مسامير من كل من اجتمعين 
وقسنا متانة كل مسمار فيهما. لنرمز للقيم المشاهدة بالرموز «Yn Yor Yis ¢ Yin é Yn‏ 
۲ حيث يشير الدليل الأول للمجتمع ويشير الدليل الثاني للقياس ضمن العينة المأخوذ 
من هذا المجتمع. ويمكن كتابة النموذج بصورة مفصلة كما يلي : 


AA‏ نماذج خطية 


Yn) = 4h + &n رآ‎ = A + 
(£, \A) Yn = 4h + ديت‎ Yı2 = 4 + €2 
Yn = 41 + &3 Yi; = 41 + €3 


أو على الشكل : 


(£, 18) Y=XB+s 
: 5 
4 1 0 11 
2 1 0 62 
227 5 Tsi ا‎ 3 pol |, عع‎ 613 
~ 1M |’ IESE | ap 
Yn 0 1 2 
3 1 ودع‎ 


وتتألف المصفوفة لا من الأعداد 0 و1 فقط فهي مصفوفة مؤشرات» إذ تشير 
قيمة كل عنصر xy‏ من المصفوفة × إلى ما إذا كان yy‏ متواجد في المعادلة المعنيّة أم لا. 
ولكن النموذج كما كتبناه في (14 ole (Ee‏ تماما للنموذج الخطي العام وتنطبق عليه 
معظم عمليات الاستقراء» المطبقة في النموذج الخطي العام. 

مثال (۸): سنوضح في هذا المثال كيف يمكن استخدام متغيرات كمية فيما يسمى 
نموذج AS‏ (وصفي). 

لنفترض تجربة أو دراسة تهدف إلى تحديد مدى تأئر متانة قماش معين بدرجة 
حرارة الماء الذي يغسل فيه وذلك بعد تعرضه لائة غسلة. وقد تقرر استخدام درجتين 
لحرارة ell‏ عند الغسل هما 150° فهرنهايت و1800 فهرنهايت» واستخدمنا ثلاث قطع 
من القماش متمائلة غسلت مائة مرة وذلك غند كل من درجتي الحرارة» ثم قسنا بعد 
ذلك متانة كل قطعة. ليكن ر۲ قياس المتانة للقطعة ر من القماش المغسولة بدرجة 
الحرارة :» حيث يشير 1 = : إلى الدرجة 150 و2 = 1 إلى الدرجة 180( فيمكن كتابة 
النموذج على الشكل : 


نماذج إحصائية خطية ۸۹ 


3 تر ; 121,2 , & TY Yy = [i+‏ 
وبرموزا لمصفوفات ذ نکتب : 


Y=XB+e 


أو بالتفصيل : 


¥,| |1 0 چ‎ 
| |1 0 5 
شف‎ Ys 9 1 0 A E3 
Yal V0 Tila) |é 
| |0 1 6 
¥;| (0 1 E 


ودرجة الحرارة متغير كمي إلا أنه مستخدم هنا للتصنيف إلى صنفين» مجتمع 
القماش المغسول بدرجة حرارة 150 ومجتمع القماش المغسول بدرجة حرارة 180. 
والمصفوفة × هي مصفوفة مؤشرات تتضمن الأرقام 0 و1 فقط وهي تشيرء على 
الترتيب» إلى OLE‏ أو حضور an‏ أو مر في المعادلة المعنيّة. وفي هذا النموذج تشكل Yi‏ 
Yis Yn‏ عينة عشوائية من مجتمع متوسطه p‏ وتباينه P‏ (نفترض 0 = Ele)‏ و = );& Var‏ 
7 والمقادير ره مستقلة). وتشكل Yn Yor Yn‏ عينة عشوائية من مجتمع متوسطه يلل 
وتباينه #. وهدف الدراسة هو تقدير cdr‏ ج ثم الفرق i-p‏ وقد يكون من المناسب 
sally‏ كتابة بر على JSN‏ + بر = ببرء حيث /ر وهو متوسط BU‏ لجميع قطع 
القماش قبل غسله وت المتانة المضافة العائدة إلى غسل القماش بدرجة حرارة : (يمكن 
أن يكون ب سالبا). وعندئذ يصبح النموذج. 


1 دير درلا‎ n+ oy , E(e)=0,7=1,2 ; در‎ 3 


وبدلالة المصفوفات يصبح النموذج : 


¥,, [i 1 0 En 
el |! 1 0 En 
(£, ¥£) eT DS le 
= |+ 
| |1 0 1 En 
T3 
Y | |L 0 1 ên 
F Eoi En 


ونجد في المعادلتين (۲۱ ,5) و (E, YY)‏ نموذجين مختلفين يعبران عن الدراسة 
نفسها. وكتابة > + بر بدلا من بع يجعل المتجه 8 مؤلفا من متجهين جزئيين أحدهما 
المتجه بر والآخر المتجه ۽ أي أن [2 B= [we‏ حيث u= La‏ و[ [m‏ = #. وقد لا يبدو 
مثل هذا التعديل في عبارة النموذج ضروريا في هذا JA‏ إلا أنه من المفيد في أمثلة 
وحالات أكثر تعقيدا اللجوء إلى التعبير عن النموذج بالشكل المعروض في المعادلة 
(EYY)‏ وتجدر ملاحظة أن المصفوفة X‏ كما وردت في المعادلة (5 ؟, £( أبعادها 3 6 
ورتبتها 2 بينما أبعاد المصفوفة × كما وردت في المعادلة )٤ YY)‏ هي 2 × 6 ورتبتها i2‏ 
ونقول إنها ذات رتبة تامة» وعلى العكس فإن × في المعادلة (EYE)‏ ذات رتبة غير 
تامة. وتتمايز الحالتان في الغالب عند إجراء التحليل الإحصائي. 

مثال (4): يريد باحث دراسة تأثير سمادين مختلفين وأربع طرق لتطبيق السماد 
على إنتاج صنف من أصناف الذرة الصفراء. لنرمز لتأثير السماد i‏ بالرمز به (1,2 =( 
ولتأثير الطريقة نر في تطبيق السماد بالرمز eg‏ (1,2,3,4 > ). وإذا افترض الباحث أن 
التأثيرات تجميعية أي تضاف بعضها إلى بعض فيمكنه كتابة النموذج التالي : 


arate‏ غير = رلا 
T2 + &2‏ + به ++ ير = وآ 
وت [A+ a + Bt‏ = ولا Yo)‏ ,£( 
a + 24+ E14‏ + ير Yig=‏ 
e‏ + + يه +ير = Yo)‏ 
n + En‏ + يه + ير = Pa‏ 
B+ &‏ + ينه + ير = YP;‏ 
T4 + E4‏ + يه + ير = You‏ 


نماذج إحصائية خطية ۹۱ 


أو بشكل مختصر: 

Y) Yj= u+ رع +5 + بره‎ , i=1,2;j= 1,2,3,4 

حيث Yy‏ الإنتاج المشاهد من الذرة الصفراء في قطعة من الأرض تلقت السماد ¡ 
مطبقا بالطريقة j‏ ويفترض الباحث هنا أن الإنتاج Yy‏ يساوي عددا ثابتا در وهو متوسط 
الإنتاج عند عدم تطبيق أي سمادء مضافا إليه به وهو التأثير الذي يعود إلى السماد ci‏ 
مضافا إليهما ‏ وهو التأثير الذي يعود إلى تطبيق الطريقة of‏ وذلك بالإضافة إلى ره 
الذي يعود إلى عوامل أغفلت أو عوامل لا يمكن للباحث التحكم فيهاء كالفرق في 
الخصوبة بين القطع المستخدمة من الأرض. وقد يرغب الباحث في اختبار أو تقدير دالة 
في المعالم cu‏ به» . ويصبح النموذج برموز المصفوفات: 


جع +18 - ا 
وعند كتابته بالتفصيل نجد 
5١ ]1 1 65 1 618 by‏ 
hee wee a‏ 
a‏ 
YY) 2 LAWR TM iy‏ ,£( 
j1 1 0 0 0 0 1) *| Je,‏ 
eerie‏ 1 1 10 |2 
3 
le‏ |2210 100 1 10 1 
3 
EI MO tee 1 ON he‏ 
8 
OG o U= le,‏ 1 1ل Rik‏ 
ونلاحظ هنا عدة أمور: 
١‏ - تتألف المصفوفة × من الأعداد 60 1 فقط فهي مصفوفة مؤشرات. 
۲- يمكن BF‏ المتجه 4 إلى ثلاثة متجهات جزئية. 
YA)‏ ,€( 


$= 


In IR IR 


۹۲ نماذج خطية 
حيث w= [a]‏ ويتألف من المتوسط العام فقط» [ana]‏ = ويتألف من المعالم gil‏ 
تشير إلى السمادين و[:5,5:.5:,5] = 7 ويتألف من المعالم التي تشير إلى الطرق الأربع 
pede‏ السماد. 

=Y‏ تتضمن كل معادلة في النموذج عنصرا واحد بالضبط من كل من المتجهات 
الجزئية Le‏ يفرض على المصفوفة × أن تتخذ نمطا معينا. 

تعريف (4): يحقق نموذج التصميم تعريف النموذج الخطي العام باستثناء أن رتبة 
المصفوفة X‏ وأبعادها mp‏ هي k‏ حيث ۸ < م < . بالإضافةإلى أن المصفوفة × مشكلة من 
الأعداد 0 أو 1 فقط. وتتخذ المصفوفة × نمطا معينا يختلف باختلاف التصميم ابع في 
الدراسة؛ 

)٤ ,0)‏ نموذج مركبات التباين 

شكل النموذج مماثل لنموذج التصميم باعتبار أن المتغيرات xy‏ تتخذ القيم 0 أو 1 
فقط. ويمكن كتابة النموذج في أبسط أشكاله وفق الصيغة ره + + مر = را. By‏ هذا 
النموذج يكون كل من > ورت متغيرات عشوائية غير قابلة للمشاهدة بتباينين 67 Py‏ 
على الترتيب. والبدف من هذا النموذج مشاهدة Yy‏ وتقدير 6 و0. ونوضح بمثال. 

مغال :)١(‏ لدراسة محتوى أوراق الشجر في بستان من الآزوت» جمعت أوراق 
من أشجار البستان وقيس محتواها من الآزوت. ووجد هنا مصدران رئيسان للتغير» 
التغير من ورقة إلى أخرى على شجرة» والتغير من شجرة إلى أخرى من أشجار 
البستان» والہدف هو قياس التغيرين هذين. ومن المستحيل قياس المحتوى الفعلي 
الصحيح من الآزوت في أوراق شجرة دون تعرية الشجرة من جميع أوراقها وقياس 
محتوى كل ورقة. ليكن ()/توزيع المتغير العشوائي 7 الذي يمثل متوسط محتوى الآزوت 
في أوراق شجرة» فمن الناحية النظرية يمكن إيجاد fi)‏ بعد تحديد محتوى الآزوت في 
كل شجرة من البستان (وبالطبع بعد تحديد محتوى كل Boy‏ من أوراق كل شجرة) ثم 


نماذج إحصائية خطية ay‏ 


إقامة مضلع تكرار نسبي للنتائج. وهكذا نجد أنفسنا في موقع مّن يهدف إلى تحديد (أو 
تقدير) 7ه » تباين T‏ دون أن يكون قادرا على معرفة أي من قيم T‏ ولإنجاز هذا 
البدف سنستعرض فوذجا نظريا. نختار عشوائيا بعضا من أشجار البستان» ثم نختار 
عشوائيا من كل من هذه الأشجار بعض أوراقهاء ثم نقيس محتوى الآزوت في كل 
ورقة من الأوراق التي اخترناهاء ونستخدم هذه البيانات المشاهدة مع النموذج النظري 
لتقدير 67. وإلى جانب T‏ يوجد متغير عشوائي آخر يمثل محتوى الورقة من أوراق 
تسرة بعيتها ol yo ely‏ اين aly cof Metall gall Lia‏ قى WE‏ من Byrds‏ 
إلى أخرى. لنتّبع النهج التالي في المعاينة : 

١‏ - نختار شجرة عشوائيا ونفترض أن محتواها من الآزوت T‏ (متغير عشوائي 
غير قابل للمشاهدة). 

Y‏ - نختار عشوائيا J‏ ورقة من أوراق هذه الشجرة ونقيس محتوى الآزوت في 
كل ورقة اخترناهاء ولنرمز للقيم المشاهدة بالرموز Vis coe Vin Vir‏ 

: نكتب النموذج لأول شجرة اخترناها على الشكل‎ Y 

pagel 7ق رن ملس‎ h f= 120d 

حيث u‏ متوسط المحتوى من الآزوت للورقة الواحدة على مستوى أوراق 
البستان بأكمله و 7 متوسط المحتوى من الآزوت لأوراق الشجرة الأولى التي اخترناها. 

E‏ نكرر العملية فنختار عشوائيا 1 من أشجار البستان» ونفترض أن متوسط 
محتوى الآزوت لبذه الأشجار هو enne 7: TY‏ 77 ؛ نختار عشوائيا ‏ ورقة من أوراق 
كل شجرة» وليكن Ny‏ محتوى الآزوت j By‏ من الشجرة i‏ ثم نكتب النموذج 
بصورته العامة على الشكل : 

+r? -ulr -27(‏ = رلا 


أو: 


qg‏ نماذج خطية 
He B+ nili Bead 3 JSS‏ 
حيث يرمز الحد :7 إلى تأثير cid paid‏ و0 = c Var(T,)=0} (EIT)‏ ويرمز الحد 
Ly‏ إلى SE‏ الورقة :رمن أوراق الشجرة ci‏ ومن الواضح أن 0 = ELi)‏ 7ه = /ar)1,(‏ 
وذلك لكل i‏ وز. ونفترض أيضا Lig Tr‏ غير مرتبطين لجميع iat iad‏ ومع الخواص 


: كتابة‎ Os هذه‎ 
Var(Y) = Var(T) + Var(L) 
: gl 


o; - 07 +0; 

oleo‏ هي مركبات التباين للمتغير العشوائي القابل للمشاهدة ۲. ويمكن أن 
نفترض توزيعات طبيعية للمتغيرات :21 Ly‏ 

ونلخص الآن» eal‏ أفكار المناقشة السابقة كمقدمة لتعريف نموذج مركبات 
التباين. لتكن yer 1= Leal Yy‏ = رمتغيرات عشوائية قابلة للمشاهدة ويمكن كتابة 
كل منها وفقا للتركيبة التالية : 

(4, Y4) j= دير‎ Apt & 

حيث :4 و ره متغيرات عشوائية غير مرتبطة وغير ALG‏ للمشاهدة 
و0 = c Var(e,)=07 « Var(A,)=0% « E(A)) = Ele)‏ وبر معلمة مجهولة» فتعرّف هذه 
المواصفات نموذج مركبات تباين. وأحيانا نضيف توزيعات معينة للمتغيرات (Ay‏ رت 
كجزء من النموذج. 

ويمكن كتابة النموذج برموز المصفوفات كما في حالة نموذج التصميم. ولو 


فرضنا 1<2 و 3-/ » فيمكن كتابة النموذج في (۲۹ (E,‏ كما يلي : 
Y=XBte‏ 


حيث: 


نماذج إحصائية خطية qo‏ 


4 1 1 0 En 

€ 
ml ا ا‎ 
12 = A 12 
| 10 8 En 
46 1 0 1 En 


ثابت غير معروف» :4 متغيرات عشوائية بمتوسط صفر وتباينات Ejs » ٠١‏ 
متغيرات عشوائية بمتوسط صفر وتباينات +60. 

تعريف )0( نموذج مركبات التباين: لتكن المغيرات العشوائية القابلة للمشاهدة 
Vim‏ بحيث إن : 

Tym = دير‎ Apt Bg + <. مزع‎ 

> ثابت» :4 متغير عشوائي متوسطه صفر وتباينه ٩١‏ » و By‏ متغير عشوائي 
متوسطه صفر وتباينه Syme Op‏ متغير عشوائي متوسطه صفر وتباين 62 
والمتغيرات العشوائية By (As‏ ... .ر6 كافة غير مرتبطة. فتعرّف هذه المواصفات نموذج 
مركبات تباين. 

وفي العديد من الحالات نفترض أيضا توزيعات معينة (مثل التوزيع الطبيعي) 
للمتغيرات By Ai‏ ...م Ej‏ 


)0 , 4) تمارين 
١‏ - لنفرض أن البيانات التالية أخذت من أحد البحوث التى أجريت لدراسة 
العلاقة بين متغير الاستجابة لا والمتغيرات المستقلة 2X, Xa, X3‏ 


| X2 | 18.4 | 10.5 | 15.3 | 16.5 | 19.2 | 11.6 | 18.6 | 
[Xs] 46 | 5.4 | 74 | 68 | 74 | 411 85 | 


۹٦‏ نماذج خطية 


بافتراض أن النموذج المناسب هو النموذج الخطي Yi=Bo+BiXir+BoXiotBaXiste;‏ 
Cem‏ 127ا مستشدما البيانات السابقة مثل هذا النموذج بصيغة النموذج الخطي 
العام Ges ye Y=XBte‏ المكونات لا و و8 و ع. 

۲ - مثل نموذج التصميم Yu = pttitej‏ حيث 11,234 و 1,2,3-ز بصيغة 
النموذج الخطي العام ء+8×=¥ موضحًا المكونات لا و × و B‏ وء وكذلك وأبعادها. 

۳ - مثل تموذج التصميم Yj = ptej‏ حيث 1-1,2,3,4 و j=1,2,3‏ بصيغة 
النموذج الخطي العام +78-لا موضحًا المكونات لا و × و B‏ وء وكذلك وأبعادها. 

k=1,2 و‎ j=1,2 و‎ i=1,2,3 Com Yin = +»: ++» مثل نموذج التصميم‎ - é 
بصيغة النموذج الخطي العام ء+8×=¥ موضحًا المكونات ¥ و × و 8 و وكذلك‎ 
وأبعادها.‎ 

ه - لنفرض أن البيانات أدناه يمكن تمثيلها بنموذج التصميم زه +عجير = Yy‏ 


مستخدمًا البيانات السابقة اكتب النموذج GL‏ بالصيغة Y=XBte‏ موضحًا 
OLS‏ لا و × و8 وء وكذلك وأبعادها. 


Wide‏ سس 
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)0,1( مقدمة 


سنتناول في هذا الفصل مسألة التقدير النقطي والتقدير بفترة لمعالم النموذج الخطي 
وسنعالج حالتين نفترض في أولاهما أن توزيع متجه الخطأ ع هو التوزيع الطبيعي 
E NAO, © In)‏ يسمح L‏ بتطبيق طريقة الإمكانية العظمى في التقدير. ونتعرف على 
أهم مواصفات وخصائص هذه التقديرات. وفي الحالة الثانية نكتفي بافتراض أن 
مركبات متجه الخطأ م غير مرتبطة أي أن 0 = )6 «Cove,‏ زر :. وسنجد أن طريقة 
المربعات الدنيا تزودنا بالتقديرات النقطية نفسها كما في الحالة الأولى وبمواصفات 
وخصائص تقصرء كما هو متوقع » عن تلك التي نجدها في الحالة الأولى» إلا أنها 
تتقاطع مع خصائص تقديرات الإمكانية بصورة يمكن اعتبارها من وجهة النظر العلمية 
مرضية تماما. ونعيد هنا تعريف نموذج خطي عام. 
تعريف :)١(‏ ليكن Y‏ متجها 7*1 من المتغيرات العشوائية قابلا للمشاهدة ؛ 
لتكن × مصفوفة (n > p) nxp‏ من الثوابت المعروفة رتبتها cp‏ ليكن 8 متجها 1×م من 
المعالم المجهولة ؛ ليكن ‏ متجها md‏ من المتغيرات العشوائية غير القابلة للمشاهدة» 
حيث 0= 5)8 و< = )7 « ولنفترض أن هذه المقادير ترتبط بالعلاقة : 
(o, \) Y=Xß+e‏ 


۹۷ 


فهذه المواصفات تعرف كما نعلم نموذجا خطيا عاما تام الرتبة. 
Y)‏ , ©) التقدير النقطي لعالم النموذج (الحالة الأولى) 

نظرية :)١(‏ ليكن النموذج الخطي العام ء +8 × =۲ liat‏ لمواصفات التعريف 
۰)9 ولنفترض إضافة إلى ذللك أن المتجه ‏ يتبع التوزيع الطبيعي c N,(0, oI)‏ فعندئذ 
يكون: 

)1( مقذر الإمكانية العظمى لمتجه SLM‏ 8 هو Ê=(XXY' X'Y‏ » ومقدر 

: 5 ~ ul OT as -A RE Sie ae 
الإمكانية العظمى للتباين *6 هو 71(1-,1) = (بعد تعديله ليصبح مقدرا‎ 
H=X(X’X)'X’ de غير منحاز)»‎ 

(ب) يتوزع Ê‏ متجه المقدرات وفق التوزيع الطبيعي LN p(B.0?(XX)")‏ 

و 

ج( يتوزع المتغير y‏ 2 وفق التوزيع كاي مربع بعدد n-p‏ من درجات 
الحرية (ص-م)ثر. 

Ê (o)‏ و22 مستقلان. 

(ه) )2,67( هي إحصاءات كافية بصورة مشتركة للمعالم AB, P)‏ 

(و) المقدرات (6,22) تامة. 

برهات: 

(أ) للوصول إلى دالة الإمكانية نكتب دالة BEII‏ المشتركة لمقادير العينة Yi‏ ... 
c Yni‏ ونعلم بالفرض أن (,1 8,62 2/,)2 ۲7 وبالتالي تكون دالة الإمكانية : 

(0, Y) LG." x)=Cre)"" ap (zh, (rx) (ex) 

P £‏ 2 
وبأخذ لوغاريتم الطرفين نجد: 
4 1 

(0, ¥) Log L(B,0°;¥, X)}=—* log 2n)-" logo? جد‎ r-xp) (vy- X8) 


wa og ie) boge =L (r Y-28 X'Y فج‎ XXP) 
2 2 20° £ peek 
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وفضاء المعالم هو : 


(0, £) Q= (BC): 2 >0;-0<f<+0,i=1,2,...p} 


ول جملة المعادلات 0= MEX - 0 os TREE‏ غحصل على النقطة (B87)‏ 


من فضاء المعالم التي تجعل دالة الإمكانية L‏ أعظم ما يمكن. وباشتقاق طرفي )0,1( 
نجد: 


OlogL _ 2 آم‎ 
a ر‎ WY xx p)=0 


log و‎ Enig xp) l- xA)=0 


وبحل هذه المعادلات» آخذين في الاعتبار أن ×× مصفوفة مم رتبتها بالفرض 
تساوي p‏ وبالتالي کن حساب معكوسها oX‏ کی 
pax XX ; a =1(v-xA) y-xA)‏ )0,1( 


وبتعويض Ê‏ بما تساويه في عبارة ”8 ثم التبسيط نجد: 


(0, 0) 


na? =Y' [1,-x(xxy" x] |r, -xan x] 
متناظرة‎ nxn مصفوفة‎ H نجد أن‎ H بالرمز‎ XX)! × وإذا رمزنا للمصفوفة‎ 
متساوية القوى وهي بوضوح متناظرة‎ In- H ومتساوية القوى» وبالتالي فإن المصفوفة‎ 

أيضاء Pele‏ عبارة 72 كما يلي : 
V) ak (1, -HY‏ ,0( 
وبتطبيق القاعدة في (۳۰ (Y,‏ متذكرين أن 8× = EW)‏ نجد : 
E(nê*)= E[Y'(1, - H)Y]=e? rU, -H)+B X'(1,- H)X 8‏ 
وإذا رمزنا للرتبة po DL‏ وتذكرنا أن رتبة مصفوفة متساوية القوى وأثرها 
متساويان نجد : 


dhe تماذج‎ Nes 


(0, A) tr(ln - H) = tr(h,) = (H) =n -r (X(X'X)'X’) 
‘ =n-r (XX (XX)')=n-r (I) =n-p 
× من اليسار بالمصفوفة ¥ أو من اليمين بالمصفوفة‎ 1, - H وإذا ضربنا المصفوفة‎ 


فإن الناتج يكون صفرا. 


(0, 4) X'(,—H) = (Ul, - H) X=0 
وهكذا يكون:‎ 
E(n&’)=(n- “و (م‎ 
: أو‎ 
(0, \*) 1 nõ’ re, HY =e? 
n-p n-p 


أي TAB‏ مقر ف ا للا چ وستريو باقن وهو 

مقدر الإمكانية العظمى بعد تعديله ليصبح غير منحاز بالرمز”8. وهكذا تكون 
مقدرات الإمكانية العظمى للمتجه / وللتباين *6 هي : 

(0, \\) Ê=(XX XY , a? =, WY 

(ب) نلاحظ أن م هو من النوع CY‏ حيث C= (KAR‏ مصفوفة من الثوابت 

وبما أن (,,1 07 Y~ N, (XB,‏ فيكون توزيع م وفقا للقاعدة المعطاة في النظرية (Y)‏ من 


الفصل الثاني هو التوزيع الطبيعي بمتوسط يساوي : 
\Y) E(B)=CE(Y)=CX B =(XXY' XX p =P‏ ,0( 
(لاحظ أن مقدر الإمكانية العظمى للمتجه 8 هو مقدر غير منحاز). أما تباين 
توزيع ‏ فهو: 
CCIC = P (XX) XX WI" =P (AX‏ )¥\ .0( 


(ج) لنرمز للمصفوفة In- H‏ بالرمز M‏ فعندئذ نجد : 
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a2 ; 
ga دم‎ ay (saz 
oO oO 

1 
co‏ 
M‏ مصفوفة متساوية القوى فنجد وفقا للنظرية (Y)‏ من الفصل الثالث أن توزيع U‏ هو 
توزيع ر اللامركزي بعدد من درجات الحرية يساوي رتبة M‏ ومعلمة لا مركزية 

M(XB)‏ روج ا 


20° 
وقد رأينا في A)‏ ,0( أن أثر» وبالتالي رتبة H‏ - ,1 =1 هي n-p‏ ومن الواضح› 
بالاستفادة من )4 ,010 0 A=‏ . وهكذا يكون توزيع U‏ هو التوزيع 7 المركزي بعدد 
(n-p)‏ من درجات الحرية. 
(د) من Co, N)‏ نجد y‏ ?6 يحققان شروط النظرية )1( من الفصل الثالث» 
ذلك لأن: 
(XX) X (oI) (In - H) = @ (XXY" (I, - H) = 0‏ 
بالاستفادة ثانية من العلاقة A)‏ ,0). وبالتالي BOIS‏ مستقلا عن 67. 
(a)‏ لنعد إلى دالة BUSI‏ المشتركة للعينة c Ye Yi‏ ... »,لا في Y)‏ , 0( فيمكن كتابة 
الصيغة التربيعية في الأس كما يلي : 
(-xpyv-Xxp)=|¥-xA)+x@B- 8)] (-X û)+X(ê- 8|‏ 
=(Y-XÊ)-XÊ)+(Ê- BY XX (Ê- 8)‏ 
+(B- 8) X'(Y-XÊ)+(Y- XB) X P-P)‏ 
وبالعودة إلى )0 ,0( » وعلى وجه الخصوص المعادلات الناظمية 
X'Y- XX 8-0‏ » نجد أن كلا من الحدين الأخيرين يساوي الصفر» وبالتالي يكون: 
(Y- Xp) (¥-Xp)=(¥- X Ê) )1 - XÊ)+(Ê- BY XXP- p)‏ 
وبملاحظة أن ?6 XB) (VX B)=nd? =(n- p)‏ -۲) يمكن كتابة : 
(¥-X By (¥-X B)=(n- p)’ +(B- BY XX(Ê- 8)‏ )&\ ,0( 


أي أن المتغير U‏ هو صيغة تربيعية في مركبات المتجه Y‏ مصفوفتها 5M‏ وبما أن 


A= 


isy‏ مادج ختطية 


وبالتعويض في (؟ ,0( نجد: 


[= تهرم‎ + (A-2) xxca- py} 
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L(Y, X; 8,0”) =(2n0°)"” epi- 

ونلاحظ أن هذه العبارة Y‏ تعتمد على العينة ۲ إلا من JAS‏ أو بدلالة» 
الإحصاءات B‏ وة ومتذكرين قاعدة التحليل إلى عاملين التي تنص على ما يلي : 

لتكن revi‏ ... »,نر عينة من التوزيع © MY;‏ حيث 9 متجه من المعالم ؛ فالشرط 
اللازم والكافي ليكون المتجه من الإحصاءات ؛ كافيا بصورة مشتركة لمتجه المعالم © هو 
أن يكون: 

(0, \o) SO 15-+- O) = g(t; © hy) 

حيث لا يعتمد العامل © gli;‏ على مقادير العينة إلا من خلال مركبات المتجه t‏ 
ولا يعتمد العامل AW)‏ على 0 نجد أن الإحصاءات )8,67( كافية بصورة مشتركة 
للمعالم (Bo*)‏ 

(و) لا نقدم برهانا مفصلا لبذه العبارة ولكننا نذكر باختصار أنه يبرهن في 


التحليل الرياضى أن أسرة من الدوال كالأسرة الأسية هى أسرة تامة. وقد رأينا في (ب) 
g“‏ -22. وأن م و 


و(ج) و(د) أن يتوزع وفق التوزيع الطبيعي وأن ptm‏ 
?6 مستقلان. والتوزيع المشترك للإحصاءات متناسب إذن مع حاصل ضرب التوزيع 
الطبيعي بعدة متغيرات بتوزيع 7 وكلاهما ينتمي إلى الأسرة الأسية. 

وفي ضوء النتيجتان (A)‏ و(و) ونظرية ليمان - شيفه المعروفة في نظرية التقدير 
النقطي لنخلص في النظرية التالية خواص مثلى لمقدرات الإمكانية العظمى لمتجه المعالم 
8 والتباين O°‏ 

نظرية (۲): ليكن النموذج الخطي العام م +18 Lait Y=‏ لمواصفات التعريف 
(O)‏ وأن المتجه ع يتبع التوزيع الطبيعي NAO, ٠ In)‏ لتكن AB o°)‏ أي دالة في المعالم 


التقدير واختبار الفرضيات ۱۳ 


B‏ و ٠”‏ يوجد لها مقدّر غير منحاز» فعندئذ توجد دالة في مقدرات الإمكانية العظمى 
Ê‏ وة ولتكن مثلاء ÊE)‏ تشكل مقدرا غير منحاز أمثل للدالة )57 B‏ 
(ونعني بالأمثل أنه ذو تباين أصغري بانتظام). 
وسنوضح الآن تطبيق هذه النظرية من خلال مثال هو النموذج الخطي البسيط. 
مثال :)١(‏ ليكن النموذج الخطي البسيط. 


Y;= Bot pixi + €; 5 f= cect 


(0,15) 2 
E(£) =0 é~N,(0,0°1,) 
4 1 x 
Y, 1 x, By ZY, 
y=|?|, x= =| 9 | yey 
efha, ela ele 
| ll يه‎ 
n SX} 2 
X¥=|}, i (xx) =— bs pa 
2 Saf ny (x; - ¥) a 1 


لنرمز للمقدار ”(×- EO‏ بالرمز »5 وللمقدار E, -F‏ بالرمز Sy‏ وللمقدار 


(x, - ×) -D‏ بي بالرمز «Sy‏ فتكون مقدرات الإمكانية العظمى لمعالم النموذج كما 


= 


(0, \Y) 6 == , Ê =Y2x? - اب‎ 


ويمكن بسهولة OLS‏ أن × , - ۲= By‏ وقد تركنا ذلك كتمرين للطالب. 
Ky‏ أن Var(B)=07 (XX)‏ فلدينا هنا : 


2 
Cou. =È , رفس‎ - == oe 


(0, \A) Var(py)= 


ويؤثر اختيار القيم x‏ التباينات والتغاير في Var(B) Jats » (0, VA)‏ أصغر 
ما يمكن ينبغي أخذ القيم × بحيث تجعل Sy‏ أعظم ما يمكن» ولجعل Var By)‏ أصغر ما 
یکن Bx? /S, fad‏ أصغر ما يمكن. وبما أن 1< 2/5« فإن Var(Â,)‏ سيكون أصغر 
ما يمكن بجعل 0= × وهذه Jad‏ التغاير Cov(By, B)=0‏ في الوقت نفسه. 
ويمكن تقدير Sho?‏ مر e‏ 
ale xû) (r r-ûx'r)‏ 


1 
(ere) 
: يمكن بسهولة تبيان أن‎ Ê وبالتعويض عن‎ 
(0, 14) ee ae چک‎ 
E ED 0 د‎ mal, “AS 2 


مثال (73): بالعودة إلى المثال )1( أوجد المقدر غير المنحاز الأمثل لكل ما يلي : 

ک5 کک ود کے «he?‏ - يه - ,26 6- 28+40 

Blo? -4 < f -2.58 o -V رم‎ + 1.960 = 

الحل. وفقا للنظرية (Y)‏ يكفي إيجاد مقدر غير منحاز لكل منها بدلالة مقدرات 
الإمكانية العظمى B‏ و22 وهكذا نجد بالاستفادة من VV)‏ 0( و V9)‏ ,0( 

: وبالتالي يكون المقدر غير المنحاز الأمثل للدالة ,5/8 هو‎ 2058-56, - ١ 
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Sy _ s2 -90-7 
5/8, -5 2 - 5 


i 25)‏ 
؟ -المقدر غير المنحاز الأمثل هو: 
2p, =2(¥ - x Ê (- 27 -2x Za 80-5‏ 
E(x, -x)?‏ 
Y‏ -المقدر غير المنحاز الأمثل هو 
1 


a Pe 3 


2 
_ (že - (¥ -7)| 
2 (x; - x) 


٤‏ -المقدر غير المنحاز الأمثل هو: 
-Y‏ ,0 - 2) - درق + 7- 2= مق - 2A‏ 
y‏ 300-59 يه 24(= 
(x; - x)’‏ > 
ه -المقدر غير المنحاز الأمثل هو 
, 00-7 ر ?46+ 2û‏ 
S(x -x}‏ 


2 
(ke - x)(¥, - ») 
E(x -x 


yy =‏ ا 


١ ونعلم من النظرية‎ or المعياري‎ GLAW نحتاج هنا إلى مقدر غير منحاز‎ - ١ 
العزم من المرتبة  للتوزيع )70 معطى بالعلاقة‎ oly SOI ا‎ 


=77(n-2) أن‎ (>) 


2 


1 
it r+) 
غ ۾‎ Į- a 3 


09 ف 
2 
n-1‏ 
)"13 
وبالتالي يكون : 
[لج2)2/, 
E(6)-——* +o‏ 
n)‏ 
أو : 
(Ye) 0-212 -1[‏ 
اوت کا و 
7-1 
TE‏ 
وهكذا يكون المقدر غير المنحاز الأمثل المطلوب : 
d= ar 3-1)‏ 
Ê, +1.96 me‏ 
r)‏ 
وبالتعويض عن ê‏ من )14 ,0( نجد: 
(e m0r) i‏ ٍ مط — 
Aja 00 0‏ 20-00-02 
(x, =») (3) L(x, - x)‏ 


وباستخدام الرموز المختصرة نجد: 
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yn- 2) 7 1 
B, - 2.58 an ê 
TE 
1 
7- 5 2.er{4n-1] ie 2 
Bee 2 n-1 ) E 
2 


: مستقل عن ?6 وبالتالي‎ Ê, أن‎ elu- A 


aA am) 


لنحسب الآن داه وبتعويض 1- -” في صيغة u‏ المعطاة في )1( نجد: 


he n- 2}‏ و 
E‏ ا کے ج 


1 09 n—4 
2 2 
A2\-1 _ n-2 ae | 
ie 
وبالتعويض نجد:‎ 
B, _ (n 26 
á 0 r> 
: وبالتالی‎ 
p| ا ا‎ 48 [= 4 


(n-2)6? 
inne ويكون‎ 


me مادج‎ ۱۰۸ 


(n-4) Sy 

a n- 

(n-4)B, _ Sa n- 4)S y 

و & -م) 
yw‏ 


Y)‏ , ه) التقدير النقطي da‏ النموذج (الحالة الثانية) 
ليكن النموذج الخطي العام + Y = XB‏ محققا لمواصفات التعريف CV)‏ 
مبدأ المربعات الدنياء ويقضي هذا المبدأ أن نتخذ كتقديرات لمعالم المتجه 8 تلك القيم 


التي تجعل مجموع مربعات الأخطاء Le‏ أو ٤‏ £ أصغر ما يمكن. ولكن: 


£ £=(Y - XP) (Y - XB) 
=VYY-26XY+BX'XB 


ف p 7 ase‏ : 5 
ووو T E‏ م اويا الم ر مل على القع المالوية: وهكذانجدمن 
جديد المعادلات الناظمية نفسها التي وجدناها عند تطبيق مبدأ الإمكانية وهي : 


(0, ¥1) X'X Ê=X'Y 
: ومنها نجد مقدرات المربعات الدنيا‎ 
(0, YY) B=(XX)'X'Y 


وهو نفس ما وجدناه في )1 ,0( ولا غرابة في ذلك إذ أن ما يجعل ‏ # أصغر ما 

يمكن ٠“ Jat‏ الواردة في دالة الإمكانية في Y)‏ ,0( أعظم ما يمكن. ومقدر المربعات 
الدنيا غير المنحاز للتباين ٠”‏ مبنيا على مقدرات المربعات الدنيا للمتجه ‏ هو : 

(0, YY) ô? = Ẹ-xġ) (-xê) 
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ذلك ؛ -x (vx) oY‏ هوفي الواقع bei‏ مجموع مربعات أخطاء 
الغينة حيث نعرقف عادة »بأنه f= 1....,# » © =Y,- < Âx,‏ ومن الطبيعي اتخاذ مجموع 
مربعات أخطاء العينة Ze}‏ كتقدير Ded‏ الذي يُعتبر بدوره تقديرا ل -©)ه7. 

وبما أن توزيع المتجه العشوائي ‏ غير حدد فسوف يكون من الممكن؛ بصورة 
عامة» OLS]‏ أمثلية مقدرات مربعات الدنيا على غرار ما رأيناه في النظرية (Y)‏ بالنسبة 
لمقدرات الإمكانية العظمى. وسنرى الآن أن مقدرات المربعات الدنيا في (۲۲, 4) هي 
المقدرات الأفضل فوق جميع المقدرات غير المنحازة الخطية. ونعني بالمقدر الخطي دالة 
خطية في مقادير العينة ا Yne oe‏ أي مقدرات من النوع ملامه+...+ولايه+,لا.ه حيث 
aye... caca‏ أعداد ثابتة. 

نظرية (): (غوص - ماركوف): ليكن النموذج الخطي العام م + 8× = + 
المذكور في التعريف )١(‏ حيث Coe) = ٠” I,‏ فعندئذ يكون مقدر المربعات الدنيا 
XY‏ "(××)= قر المقدر غير المنحاز ذا التباين الأصغر ضمن صف المقدرات الخطية 
غير المنحازة لمتجه المعالم B‏ 

برهان: ليكن المقدر AY‏ = *8» حيث A‏ مصفوفة pxn‏ من الثوابت» فسنحدد 
pole‏ 4 بحيث يكون BY‏ مقدرا غير منحاز للمتجه B‏ وتباينه» من بين جميع المقدرات 
الخطية غير المنحازة» هو التباين الأصغر. ليكن 8 + × (VX‏ = ۸4 حيث × '(×*) 
معروف ولا بد من تحديد عناصر 8 بحيث يحقق المقدّر AY‏ ما نريد له أن يحققه » لدينا : 

E(B) = E(AY) = El(S' X + B)Y] = (S' X + B)X B= B+ BX B 

ولتحقيق مواصفة عدم LY SLAY‏ أن يكون BXB=0‏ مهما يكن 8» أي لا بد 
أن يكون 0 = BX‏ ولتحقيق مواصفة التباين الأصغري يجب اختيار polis‏ 8 بحيث 


Aen مادج‎ \\. 


يكون Varl B) JS‏ « ص...,1,2 i=‏ أصغر ما يكن وذلك تحت القيد 0 = BX‏ ولبذه 
الغاية نكتب : 


Cov É) = Cov(AY) = A Cov ¥) A' = ثى‎ AA' = فى‎ (S' X + B) (S' X + BY 
= e (S'+ BB') = o? (S'+G) 


حيث رمزنا للمصفوفة BB'‏ وأبعادها م«م بالرمز (gi)‏ = 6. وعناصر القطر الرئيس من 
مصفوفة التغاير Cos)‏ هي» على الترتيب» owls‏ المركبات ;8 » ص...,1,2 B=‏ 
ولجعل Varep)‏ أصغر ما يمكن لكل :6 » يجب أن يكون كل pais‏ من pole‏ القطر 
الرئيس لمصفوفة oS! + G)‏ أصغر ما يمكن. ey‏ أن ٠”‏ و'؟ ثوابت فينبغي إذن جعل 
عناصر القطر الرئيس egi‏ ص...,1=: للمصفوفة G‏ أصغر ما يمكن. ولكن المصفوفة G=‏ 
BB‏ مصفوفة موجبة محددة أي أن 0 < egu‏ ص....1 i=‏ وستكون عناصر القطر الرئيس 
a‏ المصفوفة (*)ده© أصغر ما يمكن إذا أخذنا 0 = egu‏ ص...,1 = :. ليكن (B)y = by‏ 
فعندئك : 


/ £ / a z 2 
رع‎ =(BB'); => (B); (B Ji =>), b; = <b 
ادر‎ jal j=l 


و0 = :ج يعني أن مجموع Oly ye‏ عناصر السطر i‏ من المصفوفة 8 يساوي صفراء وهذا 
غير مكن إلا إذا كان جميع عناصر السطر i‏ مساوية للصفر. liag‏ يعني بدوره أن 
0 = :چ لكل : من 1 إلى م يؤدي إلى كون عناصر كل سطر من سطور B‏ مساوية للصفر 
أي أن 0 = 8 . وهذه النتيجة تنسجم مع شرط عدم الانحياز 0 BX=‏ وهكذا تكون 
المصفوفة المطلوبة 4 هي » في الحقيقة» X‏ '5 - 4 ويكون - 6B‏ وهو المطلوب. 

نظرية :)٤(‏ تحت النموذج الخطي العام المعطى في النظرية (T)‏ يكون أفضل 
تقدير خطي غير منحاز لأي تركيب خطي في المعالم B‏ هو التركيب الخطي نفسه في 
أفضل تقديرات خطية غير منحازة للمعالم cif‏ أن أفضل تقدير خطي غير منحاز 
لتركيب خطي 8 ۲ (حيث t‏ متجه أعداد ثابتة) هو XY‏ 5ق t‏ 
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برهان*: لنفترض أن 'ظ هو أفضل تقدير خطي غير منحاز للتركيب الخطي في 
المعالم 8 2» حيث h'l X ta’)‏ وحيث r= STA‏ فيجب تحديد متجه الثوابت a‏ 
بحيث يكون 8 4 = (1 Hb‏ أولا ويكون Varth Y)‏ ثانيا أصغر من تباين أي دالة خطية 
أخرى في المشاهدات cy‏ تحقق الشرط الأول وهو شرط عدم SLAY‏ وهكذا نجد: 


EW N=b X B= X X+ a X) B= XXB+ a XB 
=X S'S B+a' X B= 4 B+ qd XB 


وإذا أردنا للتقدير BY‏ أن OS‏ غير منحاز فلا بد أن يكون 0 = × 'ي. وفيما 
ghey‏ بالتباين لدينا : 


Var(b' Y) = b' Var(Y) b= فى‎ b' b= فى‎ (r' X + a') (Xr +a) 
= e? X S' 4+ o? a'a 


ولجعل Vary Y)‏ أصغر ما يمكن يجب جعل da= Ze‏ أصغر ما يمكن» 
وسيكون الأمر كذلك. إذا وفقط إذاء كان 0 -,هء ci= Teng‏ أي 0=@ وينسجم هذا 
مع شرط عدم الانحياز 0 a X=‏ وهكذا يكون cb = × × = 2 SX‏ ويكون أفضل 
تقدير خطي غير منحاز للمقدار A B‏ هو '2 - ۲× '1/57 - لآ '8. وهو المطلوب. 

,٤(‏ ه)* بعض النتائج الأساسية حول التقدير بتباين أصغري 

ليكن © FU;‏ صف التوزيعات الاحتمالية المعرفة على فضاء العينة للمشاهدات 
y‏ مفهرس بال معلمة 6 (يمكن أن تكون 9 متجها) التي تأخذ قيمها في فضاء معالم محدد 
2. ليكن Ue‏ صف جميع المقدرات (دوال في Y‏ للدالة ©)ع» وليكن Uo‏ صف جميع 
الدوال التي تكون توقعاتها مساوية للصفر. وهكذا يكون المقدر T‏ منتميا إلى Ue‏ إذا 
وفقط إذاء كان (6)ع = |5)7 لكل ء 6. 

نظرية :)١(‏ الشرط اللازم والكافي كي يكون تباين المقدر يلا > t‏ أصغريا عند 
القيمة 


ا تماذج خحطية 


4 =0» هو أن يكون 0 = (6 Con(T, U|‏ لكل U E Uo‏ بحيث إن 0< (6 WUL‏ شريطة 
أن يكون م > (1)17|9. 
برهان: لزوم الشرط. ليكن T‏ مقدرا غير منحاز ذا تباين أصغري للدالة gO‏ 
ولنأخذ مقدرا معينا من الصف U © Uo (Up‏ وقيمة معينة 6 من Q‏ وليكن T'=T+‏ 
«AU‏ حيث A‏ عدد حقيقي كيفي. فعندئذ يشكل ' 7 مقدرا غير منحاز للدالة (©)ع» 
وبحيث إن: 
WT) , WA‏ < (للة + :)رز Y£)‏ ,0( 
أو : 
V(U)+2ACov(T,U)2=0 , WA‏ ?4 
وجذور هذه الدالة من الدرجة الثانية في À‏ هي 0= 2»› Cov(T, U)/ VU)‏ 2- =4 


‘ وبالتالى ستفترض هذه الدالة التربيعية في 2 قيما سالبة إذا لم يكن -Cov(T, U)=0‏ 
كفاية الشرط. لنفترض أن 0 = (0 Con(T, UI‏ لكل U » Up‏ وليكن T'‏ أي مقدر 


غير منحاز آخر للدالة 6)ع» بما أن ٤ Up‏ "7-7 فلدينا : 
0= ]4 |1 -1)7]ظ CoWT, T-T')=‏ 


(0, Yo) 
: فيمكننا كتابة‎ ECT) = EIT’) وبا أن‎ ET) = EIT) أي أن‎ 
E(T’) - [E(1)P = ECTT ') - E(T) E(T') 
أو:‎ 
V(T) = CoWT, T') 
gl 
(0, Y1) 7(7) = p(T’) < Vr’) 


حيث م معامل الارتباط بین 7 و' 7 : 
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نفترض في البرهان أن التباين والتغاير محسويان عند القيمة 4 للمعلمة 9. وإذا 
بقي الشرط صحيحا CY‏ 2 » © فعندئذ يكون 7 مقدرا غير منحاز ذا تباين أصغري 
بانتظام للدالة ©)8. 

تطبيق في النموذج الخطي العام”: لنعتبر الآن النموذج الخطي العام حيث 
-Y ~ N, (X 8:621,,(‏ وليكن u) e Up‏ أي أن : 


(0, YY) Ju(Y) exp (gly = XB XB) bav=o 


وذلك من أجل جميع النقاط 3 فضاء المعالم. وبقسمة الطرفين چان 


(0, YA) luDep (3Y + + x | a =0 
i= ¢B المركبة ¡ من مركبات المتجه‎ (BJ) بالنسبة‎ (O, YA) وباشتقاق طرفي‎ 


Oly‏ نجد: 


(0, ¥4) uD) (e yy +o x Yn) ap (r+ + x x =0 
oO 


وبضرب الطرفين بالمقدار p xx p|‏ امه يكنا ككابة: 
eae =!‏ = كر 


(0,¥*) Ju(¥) OQ, epl- = w-xpyu-xp)| dv=0 

حيث ,نز Xni‏ + ... + ينوي + xin‏ = ,0 هو العنصر i‏ من الجداء Y‏ مد أي جداء 

المتجه poba Y‏ السطر i‏ من ' × أو العمود : من المصفوفة X‏ و (O ,١(‏ تعني أن 
Elu) 0‏ ص...,1,2 «i=‏ وبالتالي يكون: 

Elu(Y) Qi] = E[u(Y). X X Y] =0‏ (81,ه) 

حيث A XY‏ = و9مة + ... +20 + ,2,0 = A'O‏ ووفقا للنظرية )0( يكون 

4۲ مقدرا غير منحاز ذات تباين أصغري لتوقعه ASB‏ ولكن أيا PEXY BAIS‏ 


1 نماذج خخطية 


مقدر المربعات الدنيا للتركيب الخطي في المعالم ASE‏ وذلك وفقا للنظرية )£( 
وحيث وجدنا أن هذا المقدر هو المقدر غير المنحاز ذي التباين الأصغري ضمن صف 
المقدرات الخطية غير المنحازة. وهكذا نجد أن افتراض التوزيع الطبيعي قد سمح لنا 
إرساء نتيجة أقوى وهي أن لمقدر المربعات الدنيا تباينا أصغريا ضمن صف أوسع هو 
صف جميع المقدرات غير المنحازة سواء كانت خطية أم لا. النتيجة التي أشرنا إليها في 
النظرية (Y)‏ مستفيدين من خاصتي الكفاية والتمام. 
)0 , ه) التقدير بفترة 
لنعد إلى الحالة الأولى في الفقرة Y)‏ ,0( حيث افترضنا أن المتجه Y‏ في النموذج 
الخطي العام ع +22 Y=‏ يتبع التوزيع الطبيعي NAXE, ٠ In)‏ فقد وجدنا في النظرية )١(‏ 
أن (62-ى,م)ىلة Ê~‏ وأن (م و تير LDF‏ ويسمح لنا هذا بوضع فترات 
ثقة للمعالم ?60 (Bye Bi‏ ولأي تركيب خطي rB‏ في مركبات المتجه 6B‏ حيث + 
متجه من الثوابت. 
)1 , ه, (O‏ التقدير بفترة للتباين 62 
يمكننا كتابة العبارة الاحتمالية التالية : 
-i-a‏ ر و تم روج pr]‏ 
Sa‏ = 
حيث بي هو المئين 1009 للتوزيع . ويمكن كتابة هذه العبارة كما يلي : 
YY)‏ ,0( 


^2 2 
Pr E a o Pe ف‎ =1 


a al 


-Q 
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أي أن احتمال أن تغطي الفترة العشوائية pê?‏ ارس | ی ‘gall‏ 


e eh 
2 


2 للتباين هو a)‏ - 1). وعندما نأخذ عينة ونحسب طرفي هذه الفترة frat‏ على فترة 
تسمى 0 - (I‏ فترة ثقة للمعلمة ?0 والتفسير العملي لبذه الفترة هو أننا لو كررنا أخذ 
بم ne Ee‏ 
من المرات سنحصل على فترة تتضمن القيمة ?10 
(۲ , ه, ه) التقدير بفترة للمعلمة (B‏ ص...,1=: 

لنرمز للمصفوفة "5 = OK‏ بالرمز © توخيا لسهولة الطباعة» وبا أن 


3 من الواضح أن‎ i= ص...,!‎ MB)= 0? فيكون ره‎ VÊ? C 


< يتوزع 


وفق التوزيع الطبيعي المعياري» وهو مستقل عن — 6 4= جک . wss‏ لتعريف 


التوزيع ؛ يكون توزيع ف أ inicio eae‏ 
وضع العبارة الاحتمالية التالية : 


<un |=1-a‏ > م 


OVC; 


(0, YY) Pr lût. ê eı > بق‎ > Ê, يرا+‎ 8c, ]=1-a 
ص...,1=1.‎ cpi فترة ثقة للمعلمة‎ 100)1 - a) هي‎ Ê, Etan ة٠, وتكون الفترة‎ 


Y)‏ , ه, ه) فترة ثقة لت ركيب خطي ثم 'ء في المعالم 
نعلم أن WB‏ يتوزع وفق التوزيع الطبيعي بمتوسط يساوي 8 وتباين 


rÊ J والخطأ الميعاري‎ . V(Êr=0°r Cr 


هو Gyr Cr‏ ويكون توزيع 


TN‏ غاذج خطية 


rp-rp  _عاقحم(‎ 
r 6 Jr'Cr 


أو بصورة مكافئة : 

(0, ¥£) Pri! B= tyr PCr sr! م‎ > r P+t,,6\rCrFl-a 

وتكون الفترة ٥ة ١8+1.‏ » 1001-0090 فترة ثقة للتركيب الخطي 8 . 
)£ , ©, 0( فترة ثقة للمتوسط E(¥)‏ 

من Y= ×8 +  جذومنلا LE‏ نلاحظ أن المشاهدة رقم ci‏ من المتجه Y‏ أي Y,‏ 
تساوي جداء المتجه 8 بعناصر السطر i‏ من المصفوفة eX‏ أي أن 6+ رق ركد =D‏ ¥ 

i 
كل سطر من سطور‎ OP من الفصل الرابع‎ CE, ۲( وكما نذكر من الفقرة‎ .1 = ... 
Y مثلاء يقابله مجتمع من قيم‎ ci أي أن السطر‎ Y المصفوفة × يقابله مجتمعا من قيم‎ 
وهذه ليست إلا تركيبا خطيا في المعالم»‎ EY) = متوسطه وفقا للنموذج هو ,8 رل‎ 
من‎ i و(م ...2د ») = بد هو السطر‎ C= ×; حيث‎ WT وبالمقارنة مع ما وجدناه‎ 
تركيب خطي في المعالم نجد هنا‎ UE ثم تطبيق النتيجة التي حصلنا عليها‎ eX المصفوفة‎ 
: هي‎ EY) أن 100)1-06 فترة ثقة للمتوسط‎ 
(0, Yo) x ووم‎ fx a tlw 

)0 , ه, 0( فترة تبؤ 

ليكن النموذج الخطي ع + 8× = » أخذنا n‏ مشاهدة Yne... c Yi‏ واستخدمناها 
لحساب المقدرات ثم y‏ ?6 . لنأخذ قيمة (xon on-a)‏ للمتغيرات المستقلة ضمن 
الساحة التي عرفنا عليها النموذج فهذه القيمة تحدد مجتمعا من القيم لمتغير الاستجابة ۲. 
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اخترنا k‏ من قيم هذا المجتمع ولنرمز لہا بالرموز Yoz Yor‏ :...1702» وليكن متوسط هذه 
القيم Foz,‏ وبدلا من وضع فترة ثقة لمتوسط هذا المجتمع من قيم Y‏ وهو xo‏ 
» حيث يرمز ود للمتجه (ره×...,02×ه») وهو ما تناولناه في الفقرة السابقة» نريد الآن 
أن نضع فترة نسميها فترة تنبؤ للمتوسط Yo‏ ونسمي الفترة هنا فترة تنبؤ لأنها معنية 
بقيمة متغير عشوائي Yo‏ بينما كانت فترات الثقة التي ناقشناها أعلاه معنيّة بقيم 
معلمة أو تركيب خطي في المعالم. 

لنأخذ OW‏ المتغير .2=-۲٠-×, A‏ فالقيمة م هي القيمة التوفيقية لمتغير 
الاستجابة ۲ المقابلة للمتجه من القيم to‏ وهي تعتمد على القيم Yne cYa‏ التي 
استخدمناها لتقدير 6 و02. أماه7 فهي مستقلة عن ۲,....۲2۲ وبالتالي يكون : 


V(%) 
k 


— 9 2 
V(Z)=V (Yo) +V (a, B)=— +e? x, Cx, = +o? x, Cx, 


Key‏ أن مد -(,2)3 -(5)70 فيكون 0 =8 مد EZ) = xo B-‏ وتوزيع Z‏ هو التوزيع 
الطبيعي |( ٩‏ ميج )9,0 |0. والخطأ المعياري للمتغير 2 هو 222 6 


Z-0 Yo -xÊ 


والمتغير oe‏ يتوزيع وفق التوزيع ۲ بعدد (wp)‏ من 
ô J +, ± ê +z Cz’,‏ 
k k‏ 


ih- غاذج‎ ۱۱۸ 


اح feme‏ قدا Foss‏ © مهتم قر )0,71( 


وتكون فترة التنبؤ بمعامل ثقة a)%‏ -100)1 لقيم المتوسط Yo‏ هي : 
jitu CX‏ 6 يرما قرو 
وأحيانا يكون المطلوب هو التنبؤ بقيمة مشاهدة واحدة Y‏ مقابلة exp J‏ أي 1 -غ4. 
وفي هذه الحالة تكون فترة التنبؤ بوضوح هي : 
© معد اه ê‏ يبراع Xo Ê‏ 
مثال (۳): ليكن النموذج الخطي 5 B= l5 ۷= By + By Xut Be Xut‏ 
حيث of Yi‏ بيت معطى GIG‏ الدولارات» × عمره بالسنوات» X‏ مساحة البيت 
المعاشة بآلاف الأقدام المربعة. كانت البيانات كما يلي : 


50 bt a 
40 ts 4 
Y=|52 ¥ell 5 2 
47 1 10 2 
65 1 20 3 


(أ) اكتب النموذج التقديري. 

(ب) أوجد أفضل تقدير خطي غير منحاز لمتوسط ثمن البيوت التي عمرها 15 
سنة ومساحتها المعاشة 2500 قدما مربعاء ثم أوجد 95% فترة ثقة لبذا المتوسط. 

(ج) أوجد 95% فترة تنبؤ لثمن بيت نختاره عشوائيا من البيوت التي عمرها 15 
سنة ومساحتها المعاشة 2500 قدما مريعا. 


التقدير واخحتبار الفرضيات 11 


الحل. 
)أ( 
254 9 41 5 
X'X=|41 551 96| , X'Y=|2280‏ 
483 19 96 9 
8 - 0.1565378 2.307551 
(X' XY’ =| 0.1565378 0.02578269 -2‏ 
1.977901 0.20442- 1.88398- 
|B‏ ] 33.06 
Ê=(X' XY" X'Y =| -0.189 |=| Ê,‏ 
Ê,‏ | | 10.718 


Y= وق‎ + Ê, X, +Ê, X,+e 
= 33.06 - 0.189 X, + 10.718 X + © 


B=[1 15 2.5]8 (UL)‏ ”,دم“ رمع 

By +15 Ê, + 2.5 Ê, = 33.06 - 0.189 (15) + 10.718 (2.5) = 57.02‏ 
أي أن متوسط ثمن المبيع المقدّر JAL‏ هذه البيوت هو 57020 دولارا. 
ولحساب فترة الثقة نحتاج إلى *6 أي 


9 
| 
m 
8 
- 


57 3 48.837937 ,2 =6.99 
وبتطبيق (0,760) حيث (2.5 15 1) = نجد:‎ 
1 
x, Cx, =x (XX) x =[1 15 2.5](X'XY"| 15 5 
2.5 


a دع‎ 1 


وفترة الثقة المطلوبة» حيث 4.303 = دويم/ هي : 
4.303(6.99)/0.415 + 57.02 
gl‏ : 
19.376 + 57.02 

أي أنه يمكننا القول بمعامل ثقة 95% إن متوسط GÈ‏ مبيع بيت عمره 15 سنة ومساحته 
0 قدما مربعا يقع بين 37644 دولارا 763963 دولارا. وطبعا فترة الثقة متسعة جدا وهذا يعود 
إلى أن العينة المأخوذة في المثال صغيرة جدا 5 =« مشاهدات. فالغاية هنا توضيح تقنية الحسابات. 

ج) بتطبيق (O, YT)‏ حيث 1 = ۸ نجد الفترة : 

57.02 + 4.303 )6.99( 4/1 + 0.415 =57.02+35.78 

أي أنه يمكننا القول بمعامل AB‏ 95% إن ثمن مبيع بيت اخترناه عشوائيا من 
البيوت التي عمرها 15 سنة ومساحتها 2500 قدما مربعا يقع بين 21240 دولارا و92800 
دولارا. وكما هو متوقع فإن الفترة هنا أعرض من الفترة التي وجدناها في (ب). 

)١ , 5(‏ اختبار الفرضيات 

سنطبق اختبار نسبة الامكانية المعمم لاختبار الفرضية الخطية العامة HHB = h‏ 
مقابل ۸ ۶ 11:11 حيث H‏ مصفوفة م × ۾ رتبتها Sp) cg‏ و)» hy‏ متجه من الثوابت. 
وسنستعرض قبل ذلك حالة خاصة تحدد فيها الفرضية Ho‏ قيما معينة لجزء من المعالم 
ونترك ما بقي منها مغفلا. ثم نطبق هذه UL‏ الخاصة عندما تكون القيم التي تحددها 
Ho‏ مساوية للصفر نظرا لأهميتها في التحليل الإحصائي. 
it (0,1,1)‏ خاصة 

ليكن النموذج الخطي م + 8× = ۲ كما عرفناه في النظرية »)١(‏ حيث يتوزع 
المتجه Y‏ وفق التوزيع الطبيعي (XB, ٠” In)‏ فعندئذ تتخذ دالة الإمكانية الشكل 
Jul‏ : 


التقدير واختبار الفرضيات ¥ 


p)‏ نرم بل 
117 تمد L(B,0?;¥,X)=Qno*y"¢‏ شالف 


ونريد اختبار الفرضية =B ,...., = By‏ ,810:8 حيث 8 » lor‏ = 1 قيم ثابتة 
محددة مع ترك المعالم الباقية Bye. Bar‏ مغفلة. لنقل إننا جزأنا المتجه 4 إلى جزأين 
(Bir By) TETA‏ = ,1 و ely = Brrr By)‏ الفرضية 
Mot, =١‏ حيث ( :6 ...../6)- -yi‏ ويتجزئة المصفوفة × وفقا لذلك نكتب النموذج 
في شكله ال جزأ كما يلي : 


Y=xB +e Xy + جوزو‎ 8= ca) +E 
£ 


£2 


(0, YA) 


حيث Xi‏ مصفوفة تتضمن الأعمدة ال + الأولى من . ويتخذ النموذج 
المخفض» وهو النموذج في شكله المجزأ بعد أن نفرض عليه معطيات الفرضية «Ho‏ كما 


Y=X yi +Xpte 


لنرمز للفرق ,× -۲ بالرمز T‏ فيصبح النموذج المخفض على الشكل : 
Nate‏ (۳۹,( 

حيث يتوزع المتجه 7 وفق التوزيع الطبيعي NA ٠” In)‏ ولدينا OV‏ فضاء 

: المعالم غير المقيد © حيث‎ 
Q= {(6,...,Êp, o} | هه‎ > 6 > +0, i= 1,...,p; 07 > 0} 

وكما رأينا سابقا Ob‏ مقدرات الإمكانية العظمى للمتجه 4 وللتباين ٠‏ فوق 

هذا الفضاء هى : 
B=(XX)'X'Y‏ 


nô? = (Y-X py Œ -X Ê) =X ]1, -X(XXY'X'IY =Y AY 


17 نماذج خطية 


حيبت A = DAAN E‏ مصفوفة متدظرة ومتساوية القوى. وبتعويضص هذه 

القيم في عبارة دالة الإمكانية العظمى YY)‏ ,0( نحصل على أعلى قيمة لبذه الدالة 
(أصغر قيمة (ee)‏ فوق الفضاء غير المقيد © وهي : 

piZ g2 


n 


(0, +) ie E 
(ny"?|w- x Ê - xX A)? 
أي قيدنا الفضاء © با‎ My على الفضاء © معطيات الفرضية‎ OV وإذا فرضنا‎ 


يتفق مع الشروط التي تضعها Ho‏ فسنحصل على فضاء المعالم المقيد وسنرمز له بالرمز 


: حيث‎ Ww 


w= {Bi Brn- -Pn o’) | -co < 0, > +, o > 0}‏ 
ونلاحظ أن الفضاء © ذو 1 + م من الأبعاد بينما يقتصر الفضاء w‏ على -1+م 


بعدا. ودالة الإمكانية المعرفة على الفضاء w‏ هى : 


(0, £1) Uy .o*:D,X,)= (na? e a لاط‎ Hat 
FO ls 
مقدرات الإمكانية العظمى لتجه المعالم مر وللتبابء ”ىه نجد:‎ OLS 
oes PNA pi : و‎ 
(0, £Y) Ê, = (XX) XT 


nô? ح)-‎ - xX, JL- X2, )=TU, - XXX) XT =T'4T 

حيث =1,-X,(X}X,)'X,‏ ر4 مصفوفة متناظرة ومتساوية القوى› 
وبتعويض هذه القيم في ,5١(‏ 4) نحصل على أعلى قيمة لدالة الإمكانية (أصغر قيمة J‏ 
) فوق الفضاء المقيد W‏ وهي : 


n/2 eu? 


(0, £¥) a E o 
(2r)? | 3 X2, 7 XK, | 


ونسبة الإمكانية cA‏ وفقا لما نعلمه من اختبار نسبة الإمكانية المعمم» هي : 


التقدير واختبار الفرضيات وا 


ft- Xf, JC- Xf AT Jaga” Ja”‏ 9 سد 
xix) 5 8‏ | ® 
حيث رمزنا لأصغر EJS‏ فوق © وهي (قروكد - عن (قررد- عا بالرمز ,© 
ورمزنا لأصغر قيمة se)‏ فوق « وهي Xa?)‏ -2)[,#×-2) بالرمز ,© + ,© للتذكير 
بأنها أكبر أو تساوي 00 كما ينبغي لها أن تكون» طالما أن أصغر قيمة ل 4# (أو أكبر 
قيمة لدالة الإمكانية) فوق الفضاء الجزئي « يجب أن لا تتجاوز أصغر ee Jed‏ (أو 
أكبر قيمة لدالة الإمكانية) فوق الفضاء الكلي ©. 
نذكر من (4 ,0( أن 0= ×4 = XA‏ وبكتابة × بالشكل الجزأً نستنتج بسهولة أن : 
Xi A=AX,=0 , X,A=AX,=0‏ )£0 ,0( 
ويمكننا OV‏ التعبير عن Oo‏ بدلالة المتجه T‏ بدلا من المتجه Y‏ فنكتب: 
Q,=¥' AY = (r-xp ar -X,7')= AT‏ )£3 ,0( 
وذلك بالاستفادة من )£0 ,0( 
وباستخدام النتيجة )١(‏ من الفصل الثالث والعلاقة ,٤٥(‏ 0)نجد أن توزيع 
الصيغة التربيعية =I ‘Sr‏ & هو التوزيع idus Pry)‏ لا مركزية 
a = EL )AED=0‏ رأينا في (۸ ,0) أن رتبة 4 هي mp‏ 
ويمكن بسهولة OLS‏ أن A‏ = د44 = Oly Ap A‏ ۸4-4 مصفوفة متساوية القوى 
(تركنا ذلك كتمرين للطالب). لنكتب الآن المطابقة 


T'T=T'AT+I' 4ك -,ل) "1 +72 (4 - يا)‎ 1 
the عو‎ gi + ka 


(0, £Y) 


rr ne T (r, An) 


1(A2 — A) = tr(Az - A) = tr(A2) - tr(A) = r(42) - r(A) 
(0, £A) = rl] - rl J=p—-(p—-n=r 


ih- git \Yé 


- E(T')(A, - A) E(Z) 


a=; 
1 :؟‎ | , 1 , - 1 ١ 
=— (z -7, X Xi -Xi XXX) XX- 
RO = 
gl 
(0, £4) A, = ”سن‎ -r') 
20 OS اک‎ 
يعنى أن‎ Wing مصفوفة موجبة محددة.‎ 8-111, -XIX AXi XNXX, حيث‎ 
ير.‎ =٠ صحيحة أي إذا وفقط إذا كان‎ Hy إذا وفقط إذا كانت‎ 4 =0 


8 5 O. r ٤ 2 ._2 -Q "=P tt. ack ae 
وبالتعويض‎ 3 er a u= = E . JAA OY! لنعرف‎ 


في ٤٤(‏ ,0( نجد: 


وبما أن O19 Oo‏ مستقلان ؛ لأن: 
A(A,-A)=A A2-AA=A-A=0‏ 


فيكون توزيع » هو توزيع إف اللامركزي F (n-p: Aa)‏ ويصبح توزيع النسبة U‏ توزيع 
إف المركزي Flr, n-p)‏ إذا وفقط إذا كانت Hy‏ صحيحة. 

ومنطقة الرفض كما نعلم من اختبار نسبة الإمكانية المعمم هي منطقة القيم 
الصغيرة للنسبة A‏ أي Asa‏ > 0 حيث يتحدد الثابت a‏ بحجم الخطأ من النوع الأول ». 
ولكن عندما تتغير النسبة A‏ بين الصفر والواحد تتغير النسبة » بين الصفر واللانهاية» 
والقيم الصغيرة ل 2 أي © >1 > 0 تقابلها قيم كبيرة للمتغير glu‏ © > ؛ > Fa‏ حيث Fa‏ 
هو المئين 100(1-a)‏ لتوزيع ۴ GSM‏ بعدد r‏ من درجات الحرية في البسط وم من 
درجات الحرية في المقام. وتصبح قاعدة الاختبار OV‏ واضحة إذ نحسب ل rea!‏ 


r Q 


التقدير واخحتبار الفرضيات \Yo‏ 


وإذا وقعت » ضمن منطقة الرفض c‏ أي إذا كان u < Far; n-p)‏ نرفض Ho‏ وفيما عدا 
ذلك لا نرفضها. 

ولحساب قوة هذا الاختبار نحسب احتمال رفض Ho‏ علما أن Hy‏ هي الفرضية 
الصحيحة» ولكن تحت الفرضية Hi‏ يكون توزيع المتغير » هو توزيع إف اللامركزي 
F'(r, n-p; Aa)‏ وبالتالي تكون القوة هي : 

(0, 01) Jaunari- رمع‎ 
Fa ò 

حيث glu’)‏ هي دالة BUS‏ المتغير '» أي دالة إف اللامركزي mp; Aa)‏ ,6" ۴» 
وهكذا نكون قد برهنا النظرية التالية : 

نظرية (5): ليكن النموذج الخطي العام م + 8× Y=‏ المعرف في النظرية .١‏ 


ولنجزئ Bare‏ كما يلي : 
e-e)‏ حيث يتضمن المتجه n‏ المعالم r SI‏ الأولى Bec... 6 fy‏ ولنجزئْ 


Y=Xn+Myte 

لاختبار الفرضية =y‏ 875:2 ضد البديل )#7 Hoty,‏ وفقا لاختبار نسبة 
الإمكانية المعمم نقوم بما يلي : 

-١‏ نحسب القيمة العظمى لدالة الإمكانية (القيمة الضغرى ل 2 (E‏ بالنسبة 
للمعالم في النموذج التام ع + (Y=Xin + Xp‏ ولنرمز لہذه القيمة بالرمز -Qo‏ 

د Ua Gud‏ العظمى DW‏ الأمكانية (القيمة الصغرئ لع 2( بالنسية 
للمعالم في النموذج المخفض ع + رر ×+ × - لا » ولنرمز لہذه القيمة بالرمز Qot‏ 
Gi‏ 


5 عاد ae.‏ 
-Y‏ لیکن O + ©, + O‏ = © حيث ( × -2) [ ,ا O=(¥-‏ عندئذ يتوزع 
المتغير للدي وفق توزيع إف اللامركزي F '(r, n-p; A)‏ بمعلمة 
0 
ع 59 1 
لا مركزية : Ey E)‏ تناس hy‏ 


حيث ,×× -XiX (XX)‏ ,106 -8. ويصبح توزيع » هو توزيع إف 
المركزي Flr, n-p)‏ إذا وفقط إذا كانت Ho‏ صحيحة أي إذا وفقط إذا كان = <. 


Fa حيث‎ u < Far, n-p) إذا كان‎ Hy ع ونرفض الفرضية‎ Te 
g 0 


هو المئين a)‏ -100)1 لتوزيع إف المركزي بعدد r‏ وص من درجات الحرية. 
Y)‏ , 5, 0( جدول JAE‏ التباين (التحاين) للحالة 0= He:‏ 

في هذه الحالة الأخص نحسب Oo‏ القيمة الصغرى مجموع مربعات الأخطاء ge‏ 
فوق فضاء المعالم غير المقيد» أي باستخدام النموذج £ + Y= Xin + Xan‏ فنجد : 


(0, 0Y) Qo = YAY= Yn - 1733 X)Y=VY-¥ X Ê 
= SST — R(B) = SST — SSR 


حيث يرمز SST‏ مجموع المربعات الكلي (غير المصحح) ويرمز SSR‏ أو RB‏ للتخفيض 
oF) O, =¥'(A, - AY =X (XX) X'Y-¥'X, (XX) XG‏ ,0( 
BX'Y-?4X; Y=R(B)-R(v,)=RM |2)‏ = 
حيث ,2 هو حلول المعادلات الناظمية تحت النموذج المخفض › ع + R)I »= Xap‏ 
هو التخفيض العائد إلى النموذج المخفض أو التخفيض العائد إلى مر متجاهلين 7. و 
(2 | ۸)1 هو التخفيض العائد إلى x‏ معدلة من أجل غز. 


التقدير واختبار الفرضيات 


ونلخص هذه المعلومات في جدول تحليل التباين (التحاين) التالي : 


جدول التحاين لاختبار الفرضية 0 = Ho: y‏ 


مصدر التغير 
ارج الاي 


n YY =»? 


يعود إلى / 

يعود إلى ا 
متجاهلين 1 
يعود إلى yi‏ معدلة 
من أجل فز 
الخطأ 


Ert‏ درجات 
المربعات الحرية 
p Ê'x'Y‏ 
pr PNY‏ 


n-p YY - B'X'Y=Q, 


NYY 
ت‎ 5 
F عن النسبة‎ 
المربعات‎ 
محم‎ 0, 
grg 0, O,/r 
Qo/(n-p) 


مغال (5):المسافة التي تقطعها نقطة مادية D’‏ معطاة نظريا بالنموذج : 


D’ = 6+ Bı Tı + Tr 


حيث يقيس Ti‏ الزمن الذي تتحركه النقطة ويقيس Th‏ درجة حرارة المحيط الذي تتحرك 
فيه النقطة. ويمكن قياس الزمن أو درجة Laos Hah chi‏ بنوة خطأ: ولكن بدلا من 
مشاهدة LGD‏ نشاهد م + '2 = ۲ حيث 6 متغير عشوائي يتبع التوزيع الطبيعي 
بمتوسط يساوي الصفر وتباين 2>. أخذنا الجملة التالية من القياسات : 


46.2 117.5 
8 20 
18 30 


130 292 33.1 0 
2 4 5 6 
11 14 15 


Y 6.0 13.0 


Tı 1 2 


Tə 10 10 10 


)1( أوجد أفضل تقدير خطي غير منحاز للمعالم واكتب النموذج التقديري. 
(ب) اختبر الفرضية 0 Bi = p=‏ 


الحل: 


(Í)‏ لدينا: 


ayes تماذج.‎ ۲۸ 


8 49 120 290.0 
Y'Y =19286.9, X'X =| 49 555 1014|, X'Y=| 3264.9 
120 1014 2110 5967.2 


المعادلات الناظمية من YY)‏ ,0( هي : 
Ê, +49 Ê, +120 B, =290.0‏ 8 
û, +555 Ê, +1014 Ê, = 3264.9‏ 49 
Ê, +1041 Ê, +2110 Û, =5967.2‏ 120 
وبحل هذه المعادلات نجد: 
22.79 
B=| 8.79 |, D’ =22.79+8.79T, -2.697,‏ 
2.69- 
ولتقدير ٠”‏ واختبار الفرضية 0 = B=‏ نقيم جدول تحليل التباين. ولهذه 
الغاية نحسب المقادير التالية : 
B' X' Y = (22.79) (290.0) + (8.79) (3264.9) - (2.69) (5967.2)‏ 


19240.5 = 
E è 5 B,‏ 
لنضع AE TA‏ فالنموذج المخفض هو م + lace 9) Y= B®‏ 
2 
0 >2 = ,6 في النموذج المفترض). والمعادلات الناظمية للنموذج المخفض هي : 
290.0= ,88 
ومنه : 
By =290.0/8=36.3‏ = ,7 
وبالتالي : 


4= (290.0)? /8=10512.5 
Q,=B'X'Y-7', X, ¥=8743.3 


التقدير واختبار الفرضيات ۲۹ 


„2 _ 4 


«Ùt Y'Y-Ê'X'Y= 19286.9 - 19240.5 = 4‏ ويكون 9.28= >= 7ن 
درجات تو سط 5 

h rd tst‏ النسبة 

مصدر التغير 8 ' 
المربعات الحرية المربعات F‏ 

الجموع الكلي 19286.9 8 

يعود إلى 2 19240.5 3 

يعود إلى مر (متجاهلين (n‏ 10512.5 1 

يعود إلى 2 معدلة من أجل كز 8728.0 2 0 470.3 

الخطأ 46.4 5 62-928 


key‏ أن 13.247 = Fs‏ عند مستوى الأهمية 01. - © وأن 13.247 > 470.3 فإننا 
نرفض الفرضية 0 = = . ومن الواضح أن الفرضية مرفوضة حتى عند مستويات 
أهمية أقل بكثير. 
(" , 5, ه)اختبار الفرضية الخطية العامة 

الفرضية الخطية العامة هي فرضية من النوع Ho: HB=h‏ مقابل :/ +118 Ho:‏ حيث 
H‏ مصفوفة ماو من الثوابت (م > و)» ورتبتها ag‏ أي أن السطور في H‏ مستقلة بعضها 
عن بعض ورتبة HH‏ بالتالي هي ٩‏ ومعكوس HH‏ موجود. وحيث h‏ متجه من الثوابت 
ويمكن صياغة أي فرضية حول المعالم 4 ما نتعرض له عادة في التطبيق العملي وفقا 
للصيغة # = HB‏ فهي أعم بكثير ما تبدو لنا للوهلة الأولى ونوضح ذلك 
بالمثال التالي : 

مغال (8): ليكن النموذج الخطي العام : 

Y= A + pixa + يعي‎ + Prat Brat 6, i= 1,...,n 

والمطلوب وضع الفرضيات التالية وفق الصيغة h‏ <18. 


() يم =6 (ب) =f‏ وي B=‏ (ج) 6 -يق = 8 (د) 0 ديق -...درقء (ه) 
A=B = B= b= Bı‏ ( و ) ,48 - ي/2 - ,6 و6 - ي2 + Bi‏ 
الحل. أ( (0 ,0 ,1- ,1 ,0) .h=0 «H=‏ 


0,1, 0 
.h=0 cH = 
=a ا اليم‎ 
+h=6 «H= (0, 1,-1, 0,0) (ج)‎ 


)د( )0|7( H=‏ « مدق 
1-,1,0,0,0 
1-,0,1,0,0|_ 
10,0,1,0,—1~ 
1-,0,0,0,1 


afo) #-[ Size | 

نظرية (۷): لاختبار الفرضية الخطية العامة Ho: HB = h‏ مقابل Mi: HB +h‏ في 
النموذج الخطي العام e‏ +28 -1» المعرف في النظرية ١‏ » حيث H‏ مصفوفة من الثوابت 
qxp‏ (م > (g‏ رتبتها و و/ متجه من الثوابت. نأخذ إحصاء الاختبار. 


(0,0 y B= WH XY" HT (HB-B) n-p 
YUL, —X(XX)X'1Y q 


(as) 


وهذا الإحصاء يتوزع Bs‏ توزيع إف اللامركزي (2 :م-«,و)' ۴ حيث معلمة 
اللامركزية : 

(0, 00) A= (HB - hy (H(XX)" HT (HB-B 

و0 =4 إذاء وفقط إذاء كانت Hy‏ صحيحة» ولاختبار Ho‏ نحسب 17 ونرفض Ho‏ 

إذا كان W < Fdq, n-p)‏ حيث Fq, n-p)‏ هو المئين )@-100(1 لتوزيع F‏ المركزي بعدد q‏ 


وم-” من درجات الحرية وقوة هذا الاختبار هى : 


التقدير واختبار الفرضيات SPA‏ 


r()= | f'(w;q,n= p;å)dw 


Falg.n-p) 
وص من درجات الحرية‎ q حيث '/ دالة الكثافة لتوزيع إف اللامركزي بعدد‎ 
.2 ومعلمة لا مركزية‎ 
برهان*. سنستخدم اختبار نسبة الإمكانية المعمم فنحسب:‎ 
ا‎ MAD 
vy) = ae z 
(Bo?) EQ L(B, o`; y) 
(0, 01) =L(w)/L(Q) 


حيث © فضاء المعالم غير المقيّد و« فضاء المعالم المقيّد LS‏ عرفناهما في بداية 
الفقرة. وقد رأينا في Co, £e)‏ أن : 
(o, ov) L(O)=(27)7? )0 en?‏ 


ولحساب LW)‏ سنستخدم طريقة مضاريب لاغرانج فنكتب : 
1 


log L=-= log (2r) Flog o? -z (X-X BY - X B)-2'(HB - (نا‎ 


20° 
dlogL 1 ~ ~ 
(0, 0A EE مش مروت‎ YY) 71 = 
) T جه‎ gg OX Û 2X'Y)-H'2 =0 
w فوق الفضاء المقيّد‎ ٠و‎ BS و72 يرمزان لمقدري الإمكانية العظمى‎ B حيث‎ 
dlogL nl 1 2 ~ 
(0, 04) a> hp E XU - XP) = 
aot ت ا‎ eye X py - XB) =0 
dlog L ~ 
0,1") ==. = 
( 34 0<>H B-h=0 
: أن‎ (0, OA) فنجد من‎ A لنرمز للمقدار 522 بالرمز‎ 
(0,11) B=(XXY' (X'Y-H' 4 )=Ê-(XX)' H' 4 


حيث 8 وه حيثما وردتا هما مقدرا الإمكانية العظمى للمعالم B‏ و67 فوق 
الفضاء غير المقيد 2©. ومن e AÈ )0 ,1١(و (0, V9)‏ مستخدمين © كرمز للمعكوس 
: 


WY 


أو: 
=(HCH')' (H B-h)‏ 4 
وبتعويض 4 في )5.61( نجد: 
B = B-CH'(HCH'Y" (HB -h)‏ 
وبحل )04 ,0( من أجل 72 نجدء بعد تعويض B‏ من W)‏ ,0( : 
=v - x û)- XCH'(HCH')" (HÊ-h)]‏ چ 
z B‏ 
lv - XB) - XCH'(HCH'Y' (HB -1)|‏ 
ها - (HCH (Hp‏ '(ا - قر 11) + رق X‏ - :ل رقع (r-‏ 1= 


7 

=8 + (Hp-hy (HCH) "(Hp-W)=6? +o 
حيث:‎ 

B=CX'Y و‎ Q=(HB-hy(HCH'Y'(H B-h) 
مأخوذ مباشرة من )09 ,0( هو:‎ F? للمقدر‎ ST وشكل‎ 
?چ‎ = (¥-xpyy-Xp) 
: كما يلي‎ LW) يسمح بكتابة‎ le 
LOW)=Qny"? Py" e? 

ومن OV)‏ ,0( و V1)‏ ,0( نجد: 


1 -2 
6” +-0 
n 


z -n/2 
=r- يد‎ 


(0, YY) 


(0, 3Y) 


(0,314) 


(0, 10) 


(0,313) 


(0, Y) 


التقدير واختبار الفرضيات TAR‏ 


و 


(0, VA) een: فد‎ 


5 gag? 
q o a 


فعندئذ يكون: 


(0, 18) -hi qW i 
وا٣‎ 
وتكون‎ W متناقص في‎ v(x) فنلاحظ أن‎ cp) كإحصاء اختبار بدلا من‎ W لنعتمد‎ 
عندما يكون # كبيرا.‎ Ho منطقة الرفض هي أن نرفض‎ 
ونعلم ما سبق في بداية هذا الفصل ومن توزيعات الصيغ التربيعية في الفصل‎ 


: الثالث النتائج التالية‎ 
سيد‎ B~N,(B;Co*) و‎ Y~N,(XB;0" 1,) 
(0, V1) (HB -h)~ N,(HB-h,HCH'o*) 


و0 صيخة تربيعية في (HB-h)‏ بمصفوفة qxq‏ متناظرة (HCH'Y'‏ وبا أن الجداء 
=I,‏ لع ا هو مصفوفة متساوية القوى وأن رتبة (HCH'Y'‏ هي q‏ 
OSS‏ توزيع چ هو توزيع كاي مربع غير المركزي G9‏ بعدد و من درجات 
rita AE Scheel‏ 

(0, VY) 1= (HB-B (HCH'Y (HB-B 

وبما أن (HAY!‏ موجود فيمكن كتابة : 

HÊ-h= HCX'Y-h= HCX'(Y- XH'(HH') hj 

وبالتالي كتابة : 


Q=(HCH' Y- h)' (HCH')' (HCX Y- h) 


(0. vY) = [Y- XH' (HH'y' h]' XCH' (HCH'Y' HCX' [Y-XH' (HH'y' h) 


tbe غاذج‎ 0 


وإذا رمزنا للمقدار nd?‏ بالرمز gag) SSE‏ مختصر لمجموع مربعات الخطأ) 
toe 5‏ 
SSE = nê? = (n- p)63,=(¥- X ÊY- X B)=¥'(1, - XCXY.‏ 
XH (HH'Y" h)‏ سلا] v£) = [Y- XH (HH) hy (I,- XCX’)‏ ,0( 
لاحظ أن مصفوفة الصيغة التربيعية LSO‏ كتبناها في VY)‏ 0( أي XCH(HCHY'‏ 
e HCX‏ هي مصفوفة متساوية القوى » وفضلا عن ذلك فإن Y-XH'(HH'Y'h‏ يتوزع وفق 
التوزيع الطبيعي بمصفوفة تغاير ,]© = 2. وكما نعلم من استقلال صيغتين تربيعتين 
تكون الصيغتان © و5582 كما كتبناهما في VY)‏ )و VE)‏ 0( مستقلتين ؛ OY‏ جداء 
مصفوفتيهما يساوي الصفر. 


- . ‘ م = 
لدينا OW‏ أن(2,و) “ير ~ 2 ونعلم من النظرية أن p)‏ -بم 2ي PIO‏ 
o‏ 9 


١ te /qo° 5 Sie ei ca 
هو توزيع إف‎ ae ne يكون توزيع النسبة‎ Shy وهما مستقلتان.‎ 


اللامركزي -F (q, n-p; A)‏ 
وتشكل عبارة 2 كما نراها في VY)‏ 0( صيغة تربيعية في (HB - h)‏ مصفوفتها 
«(HCH'Y"‏ وهذه المصفوفة موجبة محددة» وهذا يعني أن 0 = 4 إذاء وفقط إذا كان 
0 = ۸ - 18 أي إذاء وفقط إذا كانت Ho‏ صحيحة. وتحت الفرضية Ho‏ يصبح توزيع 
iI‏ 


2 هو توزيع إف SEM‏ بعدد "P, q‏ من درجات 6&1 ونكتب 


046 

i‏ ونرفض Mo‏ من أجل قيم كبيرة لإحصاء الاختبار W‏ ولتحديد 
Q‏ 

منطقة رفض حجمها a‏ نرفض Ho‏ )15 كان W < Fg, n-p)‏ حيث Fda, n-p)‏ هو المئين 
100(1-a)‏ لتوزيع F‏ المركزي بعدد np, q‏ من درجات الحرية. وقوة هذا الاختبار كما 


= F(q,n- p) 


التقدير واختبار الفرضيات و١‏ 


نعلم هو تكامل توزيع إحصاء الاختبار تحت الفرضية H‏ فوق منطقة الرفض التي 
حددناهاء وإذا رمزنا للقوة بالرمز AA)‏ نكتب : 


r(4)= f f(wsq.n= pid)dw 


Fa (qn-p) 

حيث “هو دالة الكثافة لتوزيع إف اللامركزي بعدد n-p 6g‏ من درجات A)‏ & 
ومعلمة لا مركزية 2. 
OY (0,4, ٤(‏ خاصة 

توجد أربع OIL‏ خاصة نواجهها كثيرا في التطبيقات العملية» وهي : 

Ho: 2-0- ١‏ مقابل 0 +2 Hy:‏ ولدينا هنا ر1 H=‏ م = ۾» h=0‏ وبالتالي 
يكون ×' × = (HCH!‏ ويكون إحصاء الاختبار. 

(0, Vo) y _ ÊXXÊ _BXY n-p _ SSR | SSE 


pay p SSE p/n-p 
.SSR=B'X'Y حيث‎ 


ويجدر التنويه هنا إلى أن ×= ×= XX‏ وقد 5 US‏ ذلك كتمرين للطالب. 
والقيمة المقابلة للمقدر / فوق الفضاء المقيد تصبح بالعودة إلى (1۳, 0) : 

78-8-0228 - 0 

كما ينبغي أن يكون باعتبار أن الفرضية Hy‏ تزعم أن 0 -8. 

H= متجه من الثوابت المعروفة. لدينا هنا‎ Hi: 2+ By مقابل‎ Ho: B= Y 
: وإحصاء الاختبار هو‎ «(HCH'Y'=X'X9h= ص = وء و‎ «lp 

(0, V1) y 8 - Bo) XX B- By) 
pda 
هذه الحالة نجد:‎ Gy 


,80-1 -8) 16ل[ 8-0 = 


IS 


iT‏ مادج رة 

كما ينبغي أن يكون. 

Hil B=h- Y‏ مقابل Hil! 8# ly‏ حيث ا متجه من الثوابت المعروفة. لدينا 
هنا '! = 11» h=‏ 1= و ويصبح إحصاء الاختبار: 


(0, VY) y LBL LCD "LÊ = by) _ CÊ- 
Sà ôa Cl) 


=('Ê-1,)? /Var (LÊ) 
: وهذا يكافئ‎ W < 5, )1,«- p)=tin(n- p) إذا كان‎ Ho ونرفض‎ 
(8/اره)‎ (LÊ-1,)lêa (ICI <~ta)2(n- p) أو‎ (LÊ ا(ما-‎ êa VLC! 2ta (n-p) 
ضمن الفترة:‎ ho إذاء وفقط إذا وقعت القيمة المفترضة‎ Ho أي أننا نقبل‎ 
lB + tan (n= p)GqylCl 
: ولدينا هنا‎ IB فترة ثقة للمقدار‎ 100(1-a)% وهي‎ 


صا ee ng‏ د 
B=B-CLUC) C8-))=8-—= a, Ct‏ 
: - لنجزئ المتجه ‏ إلى لك | حيث يل متجه el‏ أي يتضمن العالم الم 
2= 


الأخيرة من متجه المعالم 8» م > g‏ والفرضية هنا هي : 

دط = Ho: Be‏ مقابل Hi: 8 + b‏ حيث by‏ متجه من الثوابت المعروفة. 

فورخ السك Y‏ وها لتجزئة 8 فيكون (XlX)‏ = × حيث يتضمن X‏ 
الأعمدة ال ۾ الأخيرة من X‏ وعندئذ يصبح النموذج ع + Y= XA + XB‏ وإذا رغبنا 
باختبار حول أي ۾ من المعالم غير المعالم ال ۾ الأخيرة فإننا نبادل مواقع المعالم بحيث 
تصبح تلك التي يتناولها الاختبار في المواقع ال ۾ الأخيرة» ونبادل وفقا لذلك أعمدة 
المصفوفة ×. لدينا الآن: 


Cy Cy I 


q 


H =(0\/,), k= „HCH =1, 2 


التقدير واختبار الفرضيات 


‘LY 
ويكون إحصاء الاختبار:‎ 
(0, va) pa ت‎ ~ by) 
qô 
ولدينا:‎ 
(0, A+) =- بق‎ -bY CHB, ~be) 


ويمكن بسهولة OLS‏ أن CR = XX, - XX (MIX) AIX,‏ وقد USF‏ ذلك 
كتمرين للطالب. 

وعلى وجه الخصوص فإن للحالة 0 = رط أهميتها الخاصة باعتبار أننا نواجههاء 
بصورة عامة» في تحليل التباين. وفي هذه الحالة نجد: 


١ 6‏ رق W = B,C‏ (41,ه) 


(0, AY) g 


,V)‏ ©( النماذج المخفضة* 


سنناقش فيما يلي تأثير الفرضيات HB=0 HB=h‏ و0 B=‏ على النموذج 
ج +28 -1. 


soa كاج‎ ۳۸ 


( أ ) عند تقدير 8 خاضعة للقيد HB=h‏ نقول Wj‏ نتعامل مع نغوذج ع Y=XB+‏ 
فرضت عليه بعض القيود. ونشير إلى النموذج بدون أية قيود على أنه النموذج التام وفي 
القابل نشير إلى النموذج خاضعا للقيود المفروضة عليه أنه النموذج المخقض. وعلى 


: ليكن‎ JUI سبيل‎ 
Yi= fot Bixa + Bxa + ووم‎ + 6 , i=1,...,n 


ولتكن الفرضية «Ho: Ai = A‏ فالنموذج المخفض هو: 
i=l,...n‏ ,بت + Por Patxa) + Bxa‏ ح زبر 

وسنحاول إيجاد معنى أو تفسير للمقدارين © و0 + SSE‏ بدلالة مجاميع المربعات 
الموافقة للنموذج التام وللنموذج المخفض. وبعد توفيق النموذج التام نجد: 

ا 6 SSR=‏ = التخفيض العائد للنموذج التام = التخفيض (التام). 

SSE‏ = الراسب (التام). 

وبصورة مماثلة : 

(0, VE) الراسب (المخفض) كما وجدناه في‎ = SSE +O 

وبالتالي يكون : 


(0, AY’) Q = SSE + Q- SSE 


الراسب (المخفض) مطروحا منه الراسب (التام) 
وأيضاً: 
Q=YY- SSE- [Y Y- (SSE + Q)] = SSR - [Y Y- (SSE + 2([‏ 

[Y Y- (SSE + 0([‏ - التخفيض (التام) = Ag)‏ ,0( 
وبما أن © + SSE‏ هو الراسب (المخفض) فيبدو أن ١ Y- (SSE + O)‏ هو التخفيض في 
مجموع المربعات العائد إلى توفيق النموذج المخفض. وليس الأمر WIS‏ دوماء Ly‏ في 
حالات خاصة» إلا أنها حالات تجد لبا ميدانا واسعا في ساحة التطبيق العلمي» وهي 
حالات لہا فوائدها العلمية الجمّة. وستبيّن أولا أن (0 + Y- (SSE‏ 7 ليس» بصورة 
عامة» مجموع المربعات» إذ يمكن أن يكون سالباء ذلك لأن: 


التقدير واختبار الفرضيات ۱۳۹ 
Ao) Y'Y - SSE-Q =SSR -Q = B' X'Y-(H Bh) (HCH')"'(H B-h)‏ ,0( 
والحد الثاني عبارة عن صيغة موجبة نصف محددة أي أنها لا يمكن أن تكون 
سالبة وإذا كان عنصر أو Si‏ من عناصر h‏ كبيرا بصورة كافية فإن A0)‏ ,0( يكن أن 
fot Axat Baxa + © , i=1,....n‏ ح رآ 
ولتكن 4 +8 = 8 ‘Ho:‏ فعندئذ يكون النموذج المخفض : 
& + يردي + Y= B+ (At 4( xn‏ 


; أو:‎ 
Y; — 4xn = É + p (Xn + x2) + بع‎ 


ومجموع المربعات الكلي لبذا النموذج المخفض هو (Y- 4x) )1- 4x1)‏ حيث xi‏ 
هو العمود )١(‏ من المصفوفة X‏ وليس × Y‏ أي أن (0 + Y 7 - (SSE‏ لا Se‏ 
التخفيض في مجموع المربعات. ويمكن كتابة نموذج مخفض آخر مثل : 

Y; + 4x2 = fy + Bi Xin + x2) + & 

ويوجد AST JIL‏ من نموذج مخفض واحد» ومع ذلك يبقى مجموع مربعات 
الراسب © + SSE‏ نفسه بالنسبة للأشكال المختلفة من النماذج المخفضة. 

(ب) 0 HB=‏ هي حالة يكون فيها Y- (SSE + O)‏ 7 التخفيض العائد لتوفيق 
النموذج المخفض. 

لتكن المصفوفة ]دم ذات رتبة تامة» وليكن R' = [PIS]‏ معكوسهاء 
فعندئذ يمكن كتابة ع + 1/8 =۲ على الشكل : 

HB 


(0, A3) Y= XR" gren XIS 74 +s 


(0, AY) Y—XP (HB) = XSL B+ € 


وا أن HB=0‏ فلدينا : 


Ves‏ ادج ج 
Y= XSL Bt+e‏ 
التخفيض العائد للنموذج المخفض = [0 + 558] AA) Y Y-‏ ,0( 
وبوضع 0 -4 في ,A0)‏ 0) نجد: 
X'Y - B' H'(HCH'Y' H B‏ “قر -(0 Y'Y-(SSE+‏ 
Y [XCX - XCH' (HCH’Y' HCX'] Y‏ = 
والمصفوفة بين قوسين [ ] متساوية القوى SLs‏ فهي موجبة نصف محددة. 
ولدينا من AA)‏ ,0( : 
التخفيض العائد للنموذج المخفض - 5518 - ا [ - 0 
ولكن ١۲ - SSE‏ هو التخفيض العائد للنموذج التام وبالتالي يكون © هو 
التخفيض العائد للنموذج التام مطروحا منه التخفيض العائد للنموذج المخفض. وبما 
أن الفرق بين النموذجين التام والمخفض يعود حصرا للفرضية Ho‏ فمن المنطقي أن 
نصف © بأنها التخفيض في مجموع المربعات العائد إلى الفرضية Ho‏ ويمكن تلخيص 
جدول تحاين 
الا نحدار (نموذج تام) 
i ll‏ 
النموذج المخفض 
الراسب (الخطأ) 


oe 
: أن‎ (0, V4) الحالة 0 = . وجدنا في‎ © 


W=B', Ca رق‎ 


وهي الحالة الأكثر فائدة أي الحالة [,0|1] HE‏ حيث م > g‏ وكحالة خاصة من 


جدول التحاين أعلاه نجد: 


التقدير واخحتبار الفرضيات ١4١‏ 


جدول تحاين في حالة 0 B=‏ 


مصدر التغير درجات الحرية 2 | مجموع المربعات 
النموذج SSR = f' X'Y (Be‏ 
الفرضية : )0 O=f',Cn Ê, (B=‏ 
النموذج المخفض SSR-O (Br)‏ 

SSE = SST - SSR الراسب (الخطأ)‎ 


SST المجموع‎ 


مغال Y‏ ليكن © + Cı‏ = ربز يت + يه - :20 > يبر & + ج20 + Q‏ = وير 


حيث ٥ h)‏ ,۸)0 - ع . ونريد اختبار الفرضية يه = ره Ho:‏ 


: لدينا هنا‎ 
Ý 1 0 6 
a, 
Y, |=|2 -1 +| & 
a, 
Y, p 2 و6‎ 


أو: ‘(Y=XBte‏ حيث × مصفوفة 2 رتبتها 2 و Ho‏ وتنطبق 
a,‏ 


.۸=0 دص 1 دن‎ 2 cn=3 حيث‎ HB= h الفرضية الخطية العامة‎ 
1 5 
6 0] - i 
xx-| ا ممق‎ 8 
0 5/= -Y, +Y, a, 
SSE=Y'Y-B'X% =¥? +¥? +Y; -64; -5û} 


Hêê none, 


= 30 
yy HÊVHCH'Y' HB (6, -å,) 
qôà 11 g 
30 
SSE 


FU, D) وفق التوزيع‎ W يتوزع‎ Ho وتحت‎ « S? "on oE حيث‎ 


yey‏ م 


مغال (۷): لتكق ;6.0060 U,,‏ مشاهدات a‏ مستقلة من التوزيع الطبيعى NA, o°)‏ 
ولتكن K nel;‏ مشاهدات مستقلة من -N( Lb, e)‏ أوجد إحصاء الاختبار للفرضية 
200007 


= ba + رجو‎ j=l, «U, = ور‎ + & «i= 1.4m : لیکن‎ 


U, 1 0 € 
Un 1 0 Hi En 
Van 1 || ل‎ Emt 
IEF e 


حيث +m‏ ۸= ۸. وهذا النموذج هو من النوع ع +18 YE‏ حيث X‏ مصفوفة nx2‏ 
رتبتها 2 و .q=1 «p =2 «Ho: HB=0.8 ~ N3(0,07 Jy)‏ 


1 9 = 
XX =|" 2 ا ا ا‎ 
0 m)~ Ub كك ا‎ zy, V 
n, 
H رف - م‎ - A, =U-V,H=[1,-1] 

SSE=Y'Y - 'فر‎ XX B= 50+ + ZU] -nU -nV 

i j 

=3 (U, -U) +50, -V7 
i i 
11 


(HCH') =—+—, 
n m 


„y AB HCH YH Ê __ W-vy 


sf 141‏ ف 
mi‏ 


التقدير واختبار الفرضيات vey‏ 


A)‏ , ©) فترات ثقة متزامنة 
١(‏ , 8, 0( طريقة شيفة Scheffe‏ 
فترات ثقة متزامنة تتصل باختبار الفرضية Hy: HB = h‏ (طريقة شيفه (Scheffé‏ 
بالعودة إلى إحصاء الاختبار W‏ في )08 ,0( المستخدم لاختبار الفرضية الخطية 
العامة Hi HB = h‏ مقابل Hi HB * h‏ سنستخدم للسهولة الرمز 
8-1 09-11 و V= HA'A H'‏ وعندئذ تتخذ الفرضية الشكل 0 -9 Ho:‏ مقابل © Hy:‏ 
0* » وتصبح عبارة إحصاء الاختبار كالتالي : 


a a 


(0, A4) rar 


qê 
وقد استعرضنا فترة الثقة في الحالة‎ .)١- 62(م‎ =U, - ×) XY XY حيث‎ 
(انظر العلاقة‎ .)0 ,1 , Y) الخاصة 1= و في سياق مناقشتنا للحالات الخاصة في الفقرة‎ 


VA)‏ ,0)» وسنناقش OV‏ الحالة 1 > g‏ وتجدر الإشارة هنا إلى أن الاستقراءات 
الإحصائية القائمة على فترات الثقة تقدم للباحث من المعلومات أكثر ثما يقدمه 
الاستقراء القائم على اختبار فرضية. وبذلك يمكن القول إن فترات الثقة أكثر أهمية. 
وينبغي أن يكون الغرض الرئيس من اختبار فرضية هو الوصول إلى فترة ثقة وتأمّل ما 
تقدمه من معلومات. وهكذا OG‏ ما نريده حقا من اختبار الفرضية 0 - 9 Ho:‏ مقابل 
Hi: 8 #0‏ هو الوصول إلى فترات ثقة حول A 6H‏ :... :,6 وهي عناصر المتجه 8» أو 
۾ من التراكيب الخطية في معالم النموذج 6 التي تمثلها سطور المصفوفة H‏ وربا أيضا 
تراكيب خطية في العناصر 6. وهناك حالتان متميزتان: 

-١‏ فترات ثقة لكل تركيب cor te‏ وفيها نحدد (© - 1) فترة ثقة لكل ,6 بمعزل 
عن التراكيب الأخرى» وهو ما نجده في VA) BA‏ ,0( كما أسلفناء أي لكل B=‏ 
B‏ لدینا: 


oe 4 


Êttann-p Wart, p) 2‏ بلا )+4 ,0( 
حيث l,‏ السطر i‏ من المصفوفة H‏ 
ومع أن معامل الثقة لكل فترة على حدة هو » - 1» إلا أننا لا نستطيع الزعم 
بأن معامل الثقة الإجمالي لعبارات الثقة جميعها في OF‏ واحدء وعدتها ۾ عبارة ثقة» 
JA‏ 
» - 1. فلو رمزنا لعبارة الثقة ¡ بالرمز cE;‏ وكان به - 1 Pr[E]=‏ ص....,1 ci=‏ فما هو 


قم امم احتمال أن تكون العبارات جميعها صحيحة في آن معا؟ لدينا كما هو 
i=l‏ 


معروف: 
AE |-١ -zd i Bi fet-¥ pr{E,|=1-> a,‏ 1-6-7 )41 ,0( 
i=l isl isl‏ 


وق a= a DL‏ لكل i‏ نید 21-40[ AE,‏ |:. وکل ما یکنا قوله هو إن 
ist‏ 
احتمال صحة العبارات جميعها في آن معا ليس » - 1 Lely‏ يزيد على gar‏ - 1 أو يساويه. 
وفي حالة 05. a=‏ و10 = و نجد 0.5 = »و - 1. وتجنبا لبذا اللبس نستعرض الحالة الثانية. 
۲ - فترات ثقة متزامنة. وهنا نأخذ في الاعتبار التراكيب 4 جميعها في وقت 
واحد» ونحدد فترات الثقة لكل © بحيث يمثل a‏ - 1 بالضبط احتمال أن تغطي كل فترة» 
وفي الوقت نفسه» المعلمة 6 التي تخصها. 
ويجب أن يحدد الباحث في كل مسألة تواجهه الطريقة التي يستخدمها. هل 
يعتمد على الفترات مأخوذة فرادى أم يأخذها جميعها متزامنة في الاعتبار. وكقاعدة 
عامة ينبغي استخدام فترات الثقة المتزامنة عندما يكون الباحث في صدد اتخاذ إجراء أو 
تدبير أو فعل يعتمد على معرفته (احتمال عال) بالقيم التقريبية (فترات الثقة) للمعالم 
4 جميعها في آن معا. وربا كان في المثالين التاليين ما يوضح المقصود. 


os 1 


(0, 4+) L Êttannp War’ B) i= Qos 
H من المصفوفة‎ i السطر‎ l, حيث‎ 
ومع أن معامل الثقة لكل فترة على حدة هو » - 1» إلا أننا لا نستطيع الزعم‎ 
AB معامل الثقة الإجمالي لعبارات الثقة جميعها في آن واحدء وعدتها ۾ عبارة‎ ob 
هو‎ 
وكان به - 1 = [,]2؛ ص...,1=1» فما هو‎ E; بالرمز‎ i فلو رمزنا لعبارة الثقة‎ .1 - © 
قم امم احتمال أن تكون العبارات جميعها صحيحة في آن معا؟ لدينا كما هو‎ 
iat 
معروف:‎ 


Co, 41) 1-6=P| مم‎ -1-A { E> PrlE,|-1-¥ a, 


q 
ما یکنا قوله هو إن‎ JSPA AE, [21-40 نجد‎ i لكل‎ a= a وفي الحالة‎ 
isl 


احتمال صحة العبارات جميعها في آن معا ليس » - 1 Ely‏ يزيد على ga‏ - 1 أو يساويه. 
وفي a= .05 JE‏ و10 = و نجد 0.5 = »و - 1. وتجنبا لبذا اللبس نستعرض الحالة الثانية. 

۲ - فترات ثقة متزامنة. وهنا نأخذ في الاعتبار التراكيب 4 جميعها في وقت 
واحدء ونحدد فترات الثقة لكل 4 بحيث يشل » - 1 بالضبط احتمال أن تغطي كل فترة» 
وفي الوقت نفسهء المعلمة © التي تخصها. 

ويجب أن يحدد الباحث في كل مسألة تواجهه الطريقة التي يستخدمها. هل 
يعتمد على الفترات مأخوذة فرادى أم يأخذها جميعها متزامنة في الاعتبار. وكقاعدة 
عامة ينبغي استخدام فترات الثقة المتزامنة عندما يكون الباحث في صدد اتخاذ إجراء أو 
تدبير أو فعل يعتمد على معرفته (احتمال عال) بالقيم التقريبية (فترات الثقة) للمعالم 
4 جميعها في آن معا. وربا كان في المثالين التاليين ما يوضح المقصود. 


التقدير lel,‏ الفرضيات 4 \ 


مثال (۸): عند تقويم أداء صاروخ خلال فترة معينة » 30 ثانية مثلا >؛ > 15 
45« نفترض النموذج الخطي بت + 6,4 + / -1 حيث ۲ السرعة مقاسة بالقدم في الثانية. 
ty‏ الزمن بالثواني. ونفترض أن كل د يتبع التوزيع الطبيعي )0° NO,‏ نجمع بيانات من 
إطلاقات اختبار ونحسب منها التقديرات Êi e By‏ » و62. ويجب اتخاذ قرار حول قطعة 
تجهيزات مركبة على الصاروخ » وتعتمد صحة القرار على معرفة سرعة الصاروخ عند 
كل من اللحظتين 15 = ؛ و45 = ما جعلنا في حاجة إلى فترة ثقة لكل من التركيبين Bo‏ 
6 15 + و ۸ 45 + » تغطيان في OF‏ واحدء وباحتمال Sle‏ 0.95 -© - ۰1 مثلاء القيم 
الصحيحة لبذين التركيبين. 

وعلى الوجه الآخر لنفترض أن النتائج ستنشر وأن باحثين آخرين يمكن أن 
يستخدموا النتائج المنشورة» فقد يحتاج باحث إلى معرفة السرعة في اللحظة 20 t=‏ 
فعندئذ سيحسب فترة ثقة للتركيب ,208 + » بينما cht‏ باحث آخر إلى معرفة 
السرعة في اللحظة 30 -4» مما يدفعه إلى حساب فترة ثقة للتركيب 306 + » ولكن لا 
يوجد أي عمل أو قرار بمفرده يعتمد على كون فترتي الثقة هاتين صحيحتان معا. وفي 
هذه الحالة من الطبيعي أن يستخدم كل من الباحثين الطريقة الأولى وهي فترة ثقة 
بمفردها للتركيب الذي يهمه. 

مثال (4): وكمثال آخر لنفترض أن إدارة مركز رھ بي اكاب Moule‏ 
معينة فوق فترة تمتد اثني عشر شهرا. ولنفترض كتقريب أولي أن الطلب Y‏ معطى 
بالنموذج & + Y= fot Bt tht + 6 = Wt)‏ حيث ؛ الوقت معطى بالشهر من السنة 
l= 1,2,...,12(‏ ويتوزع كل G‏ وفق التوزيع الطبيعي 03 MO,‏ ففي بداية العام ينبغي 
للمدير أن يحدد كمية المبيعات من السلعة لكل شهر ثم يطلب من المصنع تسليم الكمية 
اللازمة من هذه السلعة في بداية كل شهر. ولتحديد هذه الطلبيات يستخدم بيانات 


vet‏ ا ا 


المبيعات لسنوات خلت ويحسب فترات ثقة للتراكيب e1)‏ )42 ...:(12»/. ويطمح 
إلى أن يكون على درجة عالية من الاطمئنان (95. a=‏ - 1» مثلا) OL‏ فترات الثقة هذه 
جميعها صحيحة» فهو والحالة هذه في حاجة إلى فترات ثقة متزامنة. 

وكما أشرنا WT‏ فقد حددنا في الفقرة )£ ,1 0) فترة ثقة VA)‏ ,0) لتركيب 
خطي بمفرده 7# معاملها » - 1» وذلك بالاعتماد على اختبار حجمه a‏ لفرضية تتناول 
التركيب الخطي نفسه ۲8 وللفرضية 0 = Ho:‏ مقابل 0 Hi: OF‏ وهو اختبار يتناول كون 
۾ من التراكيب الخطية في المعالم ‏ مساوية للصفر بصورة متزامنة أي في آن واحدء قد 
نتوقع أن يقودنا هذا الاختبار إلى فترات ثقة متزامئة للتراكيب 6 جميعها. وفي الحقيقة 
يقود اختبار نسبة الإمكانية المعمم (اختبار الفرضية الخطية العامة) إلى أكثر من ذلك إذ 
يقود إلى فترات ثقة متزامنة حول التراكيب ,6 وحول كل دالة خطية في هذه التراكيب 
:6+ أي أنه يقود إلى فترات ثقة حول 8 وذلك Ul‏ كان المنجه / من الفضاء المتجهي ذي 
و بعداء وسنرمز لهذا الفضاء بالرمز By‏ واحتمال أن تغطي هذه الفترات (عددها لا 
نهائي) وفي OT‏ واحد القيم الصحيحة للمعالم الموافقة هو » - 1. وليس هذا غريبا عندما 
Sis‏ حقيقة أن الاختبار 0 =9 Ho:‏ مقابل 0 + 9 ga Hi:‏ بالضبط اختبار 0 = 00 Hy:‏ 
مقابل 0 * 09 Wy Hi:‏ لكل مصفوفة © غير شاذة أبعادها ۾ × g‏ أي أن الاختبار 
يختبر» في الواقع » فرضية أن كل تركيب خطي في pole‏ © يساوي الصفر مقابل أن 
تركيبا خطيا واحداء على الأقل» من بين هذه التراكيب يختلف عن الصفر. وهكذا 
نتوقع أن فترات الثقة المستمدة من هذا الاختبار ستشكل فترات ثقة لكل تركيب خطي 
في ole‏ المتجه 9. 

نظرية (۸): إحصاء الاختبار W‏ في العلاقة )0£ ,0( مساو للإحصاء W‏ حيث : 


التقدير واختبار الفرضيات Vey‏ 


(0,47) ._ 1 max 
48*10 


L(x xy HI 


برهان”. لتبسيط الرموز سنكتب W‏ بالصورة التالية : 


| أها- قرس نا 


(0, 4Y) we =m} __ (LÛ |__1 max tô? 
140 ge LV) [ ge? 140] CVD 


حيث عرفنا في بداية هذه الفقرة © و7 وهي لا تتضمن !. ويمكن البرهان على أن 
القيمة العظمى للعبارة (1'7/1) (CÂS‏ (حيث 7 وة مثبتة) عندما يتغير / فوق الفضاء 
المتجهي E‏ (وهو الفضاء E‏ باستثناء المتجه الصفري ذي + مركبة) هي قق 


: وهكذا يمكن كتابة‎ 
(0, 4£) we _ Û Â _(HÊ-WIHX' X'HT'(HÊ-B _ y 
qê qo" 


نظرية )4( ليكن النموذج الخطي ع + 8× = ۲ حيث يتوزع E‏ وفق التوزيع 
الطبيعي NCO, h)‏ لنأخذ مجموعة فترات الثقة كافة للتراكيب PHD‏ فترة لكل متجه ! 
أبعاده 1 × cq‏ حيث H‏ مصفوفة ۾ × ۾ من الثوابت رتبتها و» وهي : 
VO LIH(X' XY HSU (HB)‏ مرو LCH Ê)- Ja‏ 
<L(HÊ)+ Ja Fagn-p VO LIH(X' XJ" H1‏ )40 ,0( 
ففترات الثقة هذه جميعا (وعددها Y‏ نهائي) محققة في OF‏ واحد باحتمال a‏ - 1- 
برهان. نعلم من النظرية (V)‏ من هذا الفصل أن توزيع المتغير العشوائي W‏ 
المعطى في العلاقة )08 ,0( هو توزيع ۴ المركزي تحت الفرضية HB‏ - ها » أي إذا كان / 
هو القيمة الحقيقية» ولكن غير المعروفة» لعناصر المتجه HB‏ وإذا عوضنا عن A‏ بكتابة 
HB‏ بدلا عنها في عبارة 77 أمكننا أن نكتب في حالة اختبار حجمه » ما يلي : 
[A(X XV HT' HB-B) ¢ Fare‏ 2 رم TE‏ 


qê 


gil ١8‏ خطية 


وباستخدام العبارة المكافئة للإحصاء W‏ المعطاة في AY)‏ ,0( والتي رمزنا لها 


بالرمز W‏ نجد: 
2 5 
1 أمحقم 0 ا )41 ,0( 
THX XY HY (aê? J| 7‏ || 1+0 
2 5 
OL Ve aR‏ لبون av)‏ ,0( 
IEX HU ig) r=‏ 


ذلك ؛ OY‏ کون أعلى قيمة للمقدار ضمن ( ) في WV)‏ ,0( لا تتجاوز Faanp‏ 
يكافئ LE‏ العبارة ضمن [ ] في AV)‏ ,0( وإذا رمزنا للمقدار م.,,..,97/, بالرمز S‏ 
وللمقدار (/-81)8// بالرمز ر فيمكن كتابة AV)‏ ,0( بالصورة التالية : 

| لكك 1+0 1-a=Pr|y? -S° ô’ P[H(XX)"H']1S0,‏ 
والمتراجحة هذه تتحقق عندما تقع قيمة «ربين الجذرين أي : 
| )لا < 1-a=Pr[LHÊ)-Sê JEAX HNL‏ 
| لكل 1+0 , 4A) <I'(Hp) +86 (L[H(XX)"H']1‏ ,0( 
وهو المطلوب. 
ملاحظة :)١(‏ يمكن كتابة فترات الثقة في (5.98) بالصورة التالية : 
Wart (HÊ‏ عرق 1H‏ )44 ,0( 

Li‏ كان المتجه 1 في Eg‏ وفي حالة 1 = و تصبح هذه العبارة فترة الثقة نفسها المعطاة 
لتركيب خطي واحد في المعالم LHB‏ 

ملاحظة (؟): لا تشكل المجموعة (اللانهائية) من فترات الثقة في )44 ,0( 
فترات ثقة للتراكيب 1B‏ حيث 1 أي متجه في p) Ep‏ عدد المعالم في النموذج) إلا إذا 
كانت المصفوفة H‏ مربعة م × م ورتبتها p‏ وفي هذه WL‏ لا ضرورة لذكر GH‏ المسألة 


التقدير واحتبار الفرضيات ۱۹ 


هنا H OY‏ موجودة» وكما ذكرنا أعلاه ob‏ اختبار 0 = ۸ - Ho: HB‏ مقابل 
Ay: HB-h + 0‏ يكافئ تماما اختبار 0 = 1 "1 - Ho: 11١118‏ أو Ho: B= 1/7 h=k‏ مقابل 
Hi: Bek‏ وهو اختبار (وبالتالي فترات ثقة) لا تعتمد على H‏ واستخدام BH‏ 
)44 ,ه)يجعلها Ute‏ لفترات ثقة متزامنة حول جميع التراكيب الخطية الممكنة في سطور 
HB‏ وليس جميع التراكيب الخطية الممكنة في المعالم B‏ 

ملاحظة (”): أول من أعطى فترات الثقة المتزامنة في AV)‏ ,0( كان شيفه ويُشار 
إلى مثل هذه الطريقة بأنها طريقة شيفه لوضع فترات ثقة متزامنة. 

وفي أي مسألة تطبيقية يستحيل حساب عدد لا نهائي من فترات الثقة» ولكن 
الباحث يمكنه أن يضع وفقا لطريقة شيفه أي عدد يرغبه من التراكيب الخطية ما تقترحه 
طبيعة المسالة أو التساؤلات المطروحة واحتمال أن جميع العبارات في هذه المجموعة 
الجزئية فقط محققة في OF‏ واحد هو أكبر من » - 1ء أي أن : 


(0, \++) penis | معام‎ stapstnpes York Alle l-a 


لأي مجموعة من المتجهات L‏ في Ey‏ 

وعند وضع عبارات الثقة هذه يمكن للباحث أن ينظر إلى البيانات ويضع فترات 
ثقة حول أية دوال خطية في المعالم تقترحها هذه البيانات. 

مغال :)٠١(‏ بالعودة إلى JA‏ 60 لنفترض أننا نهتم بفترات ثقة حول جميع 
التراكيب الخطية في By Ai‏ فعندئذ يمكن اختيار المصفوفة JIS H‏ : 

niongee 

By‏ دا + PHB =h Bi‏ وإذا كان / أي متجه في E‏ فعندئذ تتضمن فترات الثقة 
جميع التراكيب الخطية في Brg Br‏ 


o.s‏ \ غاذج خطية 


مثال :)١١(‏ بالعودة إلى الخال Co)‏ لنفترض أننا نهتم بفترات ثقة حول جميع 
التراكيب الخطية في ‘(fp <‘ «fh «pi‏ فعندئذ نختار H‏ كما يلي : 
Pı 0 0‏ 


0 
2 ويكون‎ H =| | 


3 
4 0 


D> 


H B= 


eS: O © m 
oo = © 
سام‎ OO OS 


0 
1 
0 


RD RB 


Ey المتجه ! فوق‎ pole حيث تتغير‎ HD = hpi + ا‎ + bp + lapas 
Y= 6+ لنفترض أن البيانات التالية تخضع لنموذج خطي بسيط‎ :)١7( مغال‎ 
J= لہ‎ 6 83+ & 


aa 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
` |550 200 280 340 410 475 160 380 510 0 


: تصبح‎ X'X 6-141 و‎ 
| 10 85 ul 1250 ] 
3815 1620425 || | [550500 
Y'Y =191500,n=10, p = 2, Ê, =- 45.227, Ê, =0.446, 
لساك م‎ Bx’ ¥|-299.766. V (By) =294.389 
V(B,)=.00182 


وبوضع فترة ثقة لكل من A‏ وم بمفردهاء بمعامل ثقة 95. = - 1 نجد: 
Bo :- 45.227 2.3069‏ 


- 84.793 > 65 -1 
B, 0.446 +2.306 4.00182 


التقدير واختبار الفرضيات 


: أو‎ 
0.384 > pı < 0.544 


۸ نستخدم المعادلة )44 ,0( وباستخدام هذه المعادلة لوضع فترتي AB‏ متزامنتين 
للمعلمتين A‏ و8 فقط نحصل وبمعامل ثقة أكبر من 5 على الفترتين : 
Bo :-45.227+2.987 294.389‏ 


-96.477 < A < 6.023 
B, :0.446+ 2.987 40.00182 


0.573 < ;2 > 0.319 
ويجدر التنويه » في الختام » إلى أننا إذا رفضنا الفرضية Ho: 18 = h‏ وحسبنا a‏ - 1 
فترات ثقة متزامنة بطريقة شيفه للتراكيب الخطية في المعالم التي تشكل عناصر المنجه 
HB‏ وعدد هذه التراكيب 1g‏ فيمكن لجميع هذه الفترات أن تتضمن القيم المقابلة في . 
وعلى سبيل المثال عند اختبار 0 Ho: 6, = B=‏ في المثال (VY)‏ يمكن أن نرفض Hy‏ عند 
مستوى الأهمية 05. haty a=‏ باستخدام )44 ,0(« على 0.95 فترتي ثقة 
للمعلمتين A‏ وم يمكن لكل منهما أن تتضمن القيمة صفر. إلا أنه لابد أن يوجد 
تركيب خطي في A‏ و لا تتضمن فترة الثقة الخاصة به القيمة صفر. By‏ المقابل إذا لم 
نرفض الفرضية Ho‏ عند المستوى a‏ فإن جميع فترات الثقة falas‏ - 1 المحسوبة بتطبيق 
)0,44( يجب أن تتضمن القيم المقابلة» أي أن فترات الثقة حول HE‏ 7 يجب أن 
تتضمن قيم h‏ ” المقابلة وذلك أيا كان المتجه 1 من الفضاء Eq‏ 


goli \oy‏ ححطية 


(۲, 8, 0( طريقة Bonferroni (3 pä y‏ 
بالعودة إلى )41 ,0( وبافتراض LT‏ نرغب في وضع k‏ فترة ثقة متزامنة بحيث 
يكون معامل الثقة لها جميعا في آن واحد أكبر من © - 1 فيمكن تحقيق ذلك باختيار 
معامل ثقة قدره iF‏ لكل فترة مستخدمين TE)‏ ,0( لحساب كل منهاء وعندئذ نجد 

: (0, 44) كر‎ 
(0, \+)) Pl ye, |= 1k &=1-a 

Le‏ يجعل معامل الثقة الإجمالي أو المتزامن لفترات الثقة المرغوبة جميعها مساويا 
على الأقل a‏ - 1. ويمكن استخدام هذه الطريقة في حالة k‏ صغير» إذ عندما يكون k‏ 
كبيرا فقد تقود هذه الطريقة إلى فترات ثقة متزامنة هي من الاتساع بحيث تفقد أي قيمة 
عملية. وقد نلجأ إلى زيادة »© فنأخذ 10. -» مثلا. 

وغالبا ما نحتاج » عند استخدام هذه الطريقة» إلى قيم للتوزيع ۲ غير مذكورة في 
جداول التوزيع ؛ المعتادة. ويكون التقريب التالي عندئذ مفيدا : 


(0, \+¥) tg? (1-221) 


4v 

حيث يرمز ,2 للمئين a)‏ - 100)1 للتوزيع الطبيعي المعياري. ويمكن حساب Za‏ 
عند الحاجة بالاستيفاء مستخدمين القيم المتوفرة في جدول التوزيع الطبيعي المعياري. 
وتوجد جداول تعطي tariy‏ من أجل قيم مختلفة a J‏ 

وتجدر الإشارة أخيرا إلى أنه يمكن وضع فترات ثقة متزامنة بمعامل ثقة ۾ - 1 تماما 
بالاعتماد على توزيع ستيودنت ؛ متعدد المتغيرات. 

)4 , ©) تمارين 

p= 27-10 حيث‎ MO, o° 1) لا حيث يتوزع ع وفق‎ - ×8+ ٤ في النموذج‎ - ١ 

3» لدينا المعادلات الناظمية التالية : 


التقدير واختبار الفرضيات \oy‏ 


4- ,2 - يق 2 + ,48 

28 +2 يق‎ + B,=7 

9= ,68 + يق + 28- 

6 مع‎ degli (i) 

(ب) ضع 95% فترة 4B‏ منفردة لكل من › Bi + Bs B-B <‘ h‏ 

Y‏ - في المسألة السابقة اختبر 0 = ,38 + مم ,0 > ي + ,28 Ho:‏ مقابل أحد التركيبين 
على الأقل لا يساوي الصفر Hi:‏ استخدم 0.05 a=‏ ضع 95% فترات ثقة متزامنة على 
التركيبين الخطيين الواردين في الفرضية Ho‏ مستخدما طريقة شيفه. 

۳ - في المسألة )١(‏ ضع 9596 فترات ثقة متزامنة Bi- Br Ps Br Bi)‏ و Bit‏ 
f‏ مستخدما طريقة شيفه. 

٤‏ - عند خزن الآيسكريم تحت درجات حرارة منخفضة يتصل B(Y)‏ متوسط 
تقلص حجم الآيسكريم في حاويات حجمها BL‏ سنتمتر مكعب بزمن التخزين وفق 
النموذج الخطي م +61 -7. قمنا بتجربة قسنا فيها تقلص الحجم في فترات زمنية مختلفة 
وكانت البيانات المشاهدة كما يلي : (/ مقاسة بالأسابيع ى۲ بالستتمتر المكعت): 


ti 1 2 3 4 5 6 7 8 
Yi 2.10 2.81 3.04 3.10 624 8.01 5.79 8.38 


والمطلوب تقدير ۸ و”٠.‏ احسب فترة ثقة منفردة لكل من 8 و”٠.‏ افترض أن 
المقادير :© تتوزع بصورة مستقلة وفق التوزيع الطبيعي (2 NO,‏ 

0 - في المسألة (5) اختبر 0 -6 Ho:‏ مقابل 0 6 cH:‏ استخدم 05. =». 

Bl = 0.2 أوجد قوة الاختبار عندما يكون‎ (0) DLL في‎ - ١ 

V‏ في النموذج الخطي البسيط 6 +× ,6 i= le < 2 Y= Bt‏ برهن أن 


. × =0 يكون أصغر ما يمكن إذا اختيرت المقادير × بحيث يكون‎ Varl) 


8 - بين أن إحصاء الاختبار في )08 , 5) لا يتغير إذا اختبرنا الفرضية Ho: QHB‏ 
Hi: QHB# Oh Jyo = Oh‏ وذلك بدلا من الفرضية Ho: 18 = h‏ مقابل Hy: 88 + h‏ 
حيث © أي مصفوفة مربعة ‏ × ۾ غير شاذة. 

4 - إذا كانت × مصفوفة م × ۸ رتبتها م وكانت H‏ مصفوفة م × و رتبتها و» بين 
أن ' 17 '(۸' )1 لہا معكوس. هل المصفوفة H(X' XY" H'‏ موجبة محددة؟ 

- افترض of‏ اختصاصياً في علم النفس يعتقد أن فترة الانتباه لطفل صغير 
عند تعرضه لعمل جديد يتضمن التعامل مع قطع للبناء تعتمد على حال ذكاء الطفل 
فقط. والنموذج المقترح هو ع + 182 6 + 6 =۲ حيث تمثل 7 فترة الانتباه بالدقائق Xy‏ 


حاصل الذكاء. 
(أ) هل هذا النموذج خطي؟ اشرح. 
(ب) افترض البيانات التالية لتجربة. من هذا النوع : 
حاصل الذكاء X‏ فترة الانتباه BEML Y‏ 

0.5 70 
1.0 77 
2.0 85 
2.5 92 
2.6 98 
3.3 105 
2.1 112 
1.5 120 
1.0 130 


150 0.5 
اكتب متجه الاستجابة Y‏ ومتجه المعالم B‏ والمصفوفة × لبذه البيانات. 
-١‏ ليكن e‏ متجه الرواسب أي .e=Y-XB‏ 
CN‏ بين أن 0 = Ze,‏ (ارشاد: اكتب [8 × -][1,...,1]= Ze,‏ وقارن مع السطر 
الأول في المعادلات الناظمية (XX Ê =X'Y‏ 


Var(e) Ele) (ب) أوجد‎ 


-١7‏ افترض أن الدخل السنوي لشخص في سن الثلاثين ۲ يتصل بعدد سنوات 
التعليم × وفق نموذج انحدار خطي بسيط ولديك البيانات التالية : 


عدد سنوات التعليم الدخل السنوي AY,‏ 
x‏ الدولارات Y‏ 
8 8 
12 15 
14 16 
16 20 
16 25 
20 40 


(XX y XY XX و وأو جحد‎ YS )( 

(ب) أوجد أفضل تقدير خطي غير منحاز لمعالم النموذج. 

۳- في النموذج الخطي e‏ +8× =1 بين أن 

.(-XÊJL-XÊ)=YY-Ê'x'Y 

-٤‏ في المعادلة YE)‏ ,0( أوجد توزيع 12 حيث 1 طول فترة الثقة. 

6- في Ve DLL‏ أوجد توزيع ٹم احسب Var(L)3 EIL)‏ 

7- بالعودة إلى VV)‏ , )من )١( SEM‏ بين أن ,م:- Ê =F‏ . 

۷- بالعودة إلى الفقرة (CO ,1 ,١(‏ بين أن 4 = 4 4 = A- A Oly Ap A‏ 
مصفوفة متساوية القوى. 

۸- بالعودة إلى الفقرة (5, ", 0( بين أن 1لا - 2 ال . 

۹- بالعودة إلى العلاقة Ae)‏ ,0( بين أن (XIX, UNIX,‏ ,×× - يلالا = ٥!‏ . 


- لدينا النموذج 
Y= B+ Bı Xa + B2 Xa + &‏ 


حيث يتوزع كل من المتغيرات # بصورة مستقلة وفق التوزيع الطبيعي NO, P)‏ 
والبيانات التي حصلنا عليها هي : 


yor‏ لذج خبطية 


Y|121 55 46 45 108 49 60 42 53 67 40 6.1 
X, [0.870 0.202 0.203 0.198 0.730 0.150 0.205 0.670 0.205 0.271 0.203 0.264 
My | 1:69 1:17 1217 1221 163 1:59) 1:14 192 122 171 116 137 


)1( اكتب المعادلات الناظمية. 

(ب) أوجد أفضل تقدير خطي غير منحاز لمعالم النموذج واكتب النموذج 
aa!‏ 

(ج) أوجد أفضل تقدير خطي غير منحاز للتراكيب 8 14 و 8 lh‏ حيث 
i= ]0,1,-1[‏ و[1,2 ,0[ دمل. 

(د ( اختبر 8.00 = fy‏ و0 = 28 - Ho: fy‏ مقابل 8.00 ± A‏ أو0 + 2 - Hi: By‏ عند 
مستوى الأهمية 0.05 =». 

(ه) احسب 95% فترة ثقة منفردة لكل من Pra «Br » By‏ 

)5( احسب 95% فترات ثقة متزامنة للمعالم /» fry «fi‏ مستخدما طريقة 
شيفه» ثم طريقة بونفيروني. 

-١‏ في النموذج الخطي البسيط بين أن: 


XxX, 7م‎ 


1 22 
—~| XY, - Y} - = 
mike , x(X, - X) 


—|v-xayw-xp)| 
م حسبنا المعادلات الناظمية‎ = 3 in = 10 حيث‎ Y= XB+ النموذج ع‎ FS Vas Bs) 
:)' ۲= 58) التالية‎ 
38+ بق 2 - يق‎ 1 
A+ 2 Pı + 8,- 7 

9= ,48 + يم + 26- 
(أ) أوجد B‏ › ااام 62. 
(ب) ضع 95% فترات ثقة منفردة لكل من Bi - Bry «Bs hh eo?‏ 
(ج) اكتب جدول التحاين لاختبار الفرضية 0 = Ho: Ai‏ مقابل #0 8 Hy:‏ 


God) au} 


طرائل حسابية 
)1,1( مقدمة 

سنستعرض في هذا الفصل طريقة الجذر التربيعي وهي طريقة حسابية معروفة تنسب 
إلى شولسكي Cholesky‏ وتسمى أحيانا باسمه. وهي تفضي إلى العديد من التقنيات 
الحسابية الميسّرة في الإحصاء سنقدم ما كان منها يتعلق بالتقدير النقطي أو التقدير بفترة 

أو اختبار فرضية بالإضافة إلى حساب مقلوب مصفوفة غير شاذة. 

(5,7) طريقة الجذر التربيعي 
تعتمد هذه الطريقة على نظرية تقول إنه إذا كانت 5 مصفوفة متناظرة مام 
موجبة محددة فتوجد مصفوفة مثلثة وحيدة T‏ رتبتها م بحيث يكون : 
S=T'T‏ )\ ,1( 
وبحيث يكون 0 < (ti‏ ص...,1 i=‏ 


(T, Ves‏ بصورة مفصلة فنجد: 


3 S S 
11 $12 Pi le a 0 و‎ 0 
S2 S22 S2p 
: : < |= 432 43 0 0 |x 
Bo اورک‎ ae S i ; 
آم‎ “p2 PP 

fpi 2م4‎ p3 'p4 tpp 


\oy 


m 42 43 = fp 


0 422 123 2p 
0 0 0 tsp 
0 4 © i, 


ومن قاعدة ضرب مصفوفتين نجد بسهولة العلاقات التالية التي تعطي عناصر المصفوفة 
7 بدلالة عناصر المصفوفة 5 وذلك وفقا للخطوات التالية : 
خطوة :)١(‏ برك = راج = Sn‏ )¥ ,1( 
فللحصول على العنصر ty‏ ليس علينا إلا أن نحسب الجذر التربيعي الموجب للعنصر Su‏ 
خطوة (۲): نحسب بقية عنصر السطر الأول من T‏ كما يلي : 
(T')u(T)y => Maly = Dan =f hy‏ لد رر5 


=l 


206 للد ر1‎ ‘ J=2,...p 


وهذا يعني أنه لاستكمال pole‏ السطر الأول من T‏ نقسم عناصر السطر الأول من S‏ 
على tn‏ التي حصلنا عليها في الخطوة السابقة. 
خطوة (Y)‏ لحساب عناصر السطر: من7: ص...,2 = ci‏ نبدأ بالعنصر الأول 
المغاير للصفر وهو ty‏ فنجد: 
SETU Mu =D (Di = + + +‏ 
5 


j=l 


(1, £) t= 52-3 


از 


طرائق حسابية ۱۹ 


أي tu OLS‏ نطرح من العنصر المقابل Su‏ مجموع مربعات العناصر التي تعلو العنصر tu‏ 
في العمود: من 7 ثم نأخذ الجذر التربيعي لناتج الطرح وسنشير إلى العناصر ety‏ 
of = ...,:-1‏ وهي العناصر التي تعلو العنصر ty‏ في العمود i‏ من T‏ على أنها عناصر 
محورية » ويحسن إحاطتها بدوائر تمييزا لها باعتبار أن الحسابات اللاحقة في هذه الخطوة 
ولحساب بقية pols‏ السطر ¡ من T‏ نكتب : 


S,= 2 (Ta uE Ou (Oy J >i 


vail 
i id 
Sy = tuty = tu ty +tuty 
ka kel 
: ومنه‎ 
1,0 id 
( 5 ) [sy = E 
k=l naca 
ty = ,j>i 
98 fii 


أي لحساب العنصر ety‏ م...,1+: = ej‏ من السطر i‏ من T‏ نطرح من العنصر المقابل Sy‏ 
مجموع جداءات العناصر المحورية بالعناصر المقابلة لها في العمود رمن T‏ ثم نقسم ناتج 
الطرح على ty‏ 
مثال :)١(‏ لتكن المصفوفة المتناظرة : 
4- 12 8 16 
"i 53 11 =‏ 


12 31 70 -1 
-4 -4 -31 63 


S=T' TOK بحيث‎ T أوجد المصفوفة‎ 


vie‏ و 


الحل : لتطبيق طريقة الجذر التربيعي لنضع S pole‏ ضمن قوسين [ ] ونرسم 
تحتها خط. وبتطبيق التقنية التى وصفناها في الخطوات الثلاث آنفا نحصل على عناصر 
المصفوفة المثلثة 7 المطلوبة تحت الخط المرسوم وفقا للهيئة المبينة فيما يلي : 
= 12 8 15 
= 21 © 8 
31- 70 11 12 
[S]‏ [ة6 31- 4- 4- 
Hl‏ 1 423 
= 015 
é -3‏ 00 
7 000 


)4,1( حساب "ى بطريقة الجذر التربيعي 

نلاحظ أن تطبيق تقنية الجذر التربيعي التي وصفناها في الخطوات الثلاث من 
الفقرة السابقة تنقلنا من المصفوفة 5 إلى المصفوفة المثلثة 7 أي أنها تكافئن ضرب 
المصفوفة S‏ من اليسار بالمصغوفة T‏ ذلك (TIT) =1 OY t‏ 77 -7”15. لنقم OW‏ 
بتوسيع البيئة التي اعتمدناها في المثال ١‏ بحيث نضع فوق الخط الفاصل عناصر5 وإلى 
جانبها عناصر المصغوفة الواحدية ,1ء أي لننطلق من البيئة CSLI‏ ثم نطبق عليها طريقة 
itl‏ التربيعي لنحصل تحت الخط الفاصل على المصفوفة المثلثة 7 تحت 5 مباشرة» كما 
ضيق: وتحصل oT lo ial‏ عمكوس APE‏ تحت و اشر تلك 1 OY‏ 
TISI = ]7| 7‏ ونوضح ذلك بالمخطط التالي : 


av 5| م4‎ 
fe 


لنتذكر الآن أنه إذا كانت A‏ أي مصفوفة و×م» فوفقا لقاعدة ضرب المصفوفات 
نحصل على العنصر if‏ من المصفوفة A'A‏ وهى مصفوفة مربعة pxp‏ بحساب الجداء 


طرائق حسابية V4)‏ 
الداخلي لمتجه السطر: من ' 4 بمتجه العمود :رمن cd‏ ولكن السطر: من ' 4 هو العمود 
: من A‏ وهكذا نصل إلى القاعدة التالية : 

يمكن استخدام متجهات الأعمدة في مصفوفة 4 تحوي م من الأعمدة للحصول 
على المصفوفة المربعة B= 4' A‏ وأبعادها pxp‏ ولحساب العنصر by‏ من B‏ نأخذ الجداء 
الداخلي oul‏ العمود : من 4 بالعمود زمن4 e i= lp pe‏ ص...,1 دن وبتطبيق هذه 
القاعدة نلاحظ أنه يمكن الحصول على عناصر "۲ 77 = '7 T‏ = 3 3, باستخدام 
متجهات الأعمدة Byte‏ 7 التي حصلنا عليها تحت cp‏ ذلك؛ OY‏ 
T” =(r*)‏ 

مثال (7): احسب معكوس 5 في .)١( SEM‏ 

الحل : بتطبيق طريقة الجذر التربيعي على البيئة رط | كا نجد : 


16 8 12 -4|1 0 0 0 
8 5S 11 HD 100 


12 11 70 =3110 0 1 0 


-4 -4 -31 630 0 0 1 


0. 1 eos a eB 
2 

2% كت اناك م أن 06 
6 6 24 

i te nis 4 +s 
56 14 14 7 


gil ۱1۲‏ خحطية 


2 0 oO 0 

4 

os 1 0 0 
T (= 2 

A gh و کل‎ 

24 6 6 

took ka 

56 14 14 7 


ومن متجهات الأعمدة في هذه المصفوفة نحصل على المصفوفة المتناظرة '5: 
002551020. 049886621. 744331065.— 397888321. 
010204081.— 143990929.—-— 1.699546485 744331065.— 
S* =‏ 
181 032879818 143990929.— 049886621 
020408163.— 010204081. 010204081.- 002551020 
٤(‏ ,4( حساب التقديرات النقطية لمعالم نموذج خطي 
(i)‏ تقدير المعاملات 8. لنعد إلى المعادلات الناظمية : 
XX 8 117‏ 
ولنرمز بالرمز XS‏ وبالرمز ء ل XY‏ فتصبح المعاملات الناظمية : 
5-5 03,0 
بتطبيق تقنية الجذر التربيعي على الميئة [5|5] نحصل على : 
(1A) Tisis‏ 
حيث Say. T s =t‏ تتحول المعادلات الناظمية لتتخذ الشكل : 


^ 


(1, 4) TEME 


وبما أن 7 مصفوفة مثلثة فيصبح حل هذه المعادلات ميسّرا للغاية» ولا يحتاج إلى حساب 


المعكوس'؟» فالمعادلة الأخيرة تتضمن مجهولا واحدا وهي » على وجه التحديد: 


yr طرائق:حسابية‎ 


ما ty By‏ 
حيث وا هو العنصر الأخير من المتجه t‏ ويحل هذه المعادلة نجد: 
A, ye) Ê, =t! typ‏ 
والمعادلة قبل الأخيرة تقتصر على الجهولين B,‏ الذي حسبناه لتونا والمجهول ,ر » وهكذا. 


مثال (۳): (من مثال ص 770 من ۱۹۷١ Graybill LS‏ م) لدينا المعادلات الناظمية : 
-4B, =12‏ يق 2 + ,48 
2Ê, +10, +48, =6‏ 
15-= ,98+ ,48+ 4- 
Ê, Ê, Bo!‏ بطريقة الجذر التربيعي. 
الحل: من المعادلات المعطاة نجد أن : 


وبتطبيق تقنية الجذر التربيعي على [و| كا نجد: 


2 |4ع-‎ 2 
10 4|6 
-4 4 915 
-26 
By 
1 
z -3 
49-0 A e 


ولحساب تقدير التباين ٠”‏ نعود إلى العلاقة )0.( فنجد: 
(n- p)6?=Y'Y-¥'X(XX)V'X‏ 00010 
نعلم T Ol‏ -؛ لنحسب الآن مجموع مربعات عناصر المتجه ؛ فنجد : 


aad 1٤‏ جم 
ft=s TIT" s=s'(T'Ty's=s'S's=¥ XXX Y‏ 
وهو بالضبط الحد الثاني في الطرف الأيمن من CUNY) BA‏ ولحساب 62 نطرح 
مجمع مربعات عناصر المتجه l‏ من مجموع oly»‏ المشاهدات ۲۲ ونقسم الناتج 
على Anp)‏ 
J‏ (4): في المثال (۳) احسب تقدير التباين 6 إذا علمت أن عدد المشاهدات 
n‏ كان YO‏ وأن مجموع مربعات المشاهدات 133 Y Y=‏ 


ا ا Me a‏ 
133-45 ر 


n-p 25-3‏ 
)4,0( فترات الثقة معام نموذج خطي 
سنبدأ بإيضاح تقنية الحساب لفترة ثقة بمعامل ثقة 100)1-0(96لتركيب خطي في 


المعالم pew th Com 8= +... +1, p‏ أعداد ثابتة» وذلك باستخدام طريقة 
itl‏ التربيعي. 
نعلم من العلاقة Co, YE)‏ أن فترة الثقة المطلوبة معطاة بالعبارة: 
ê L(XX)"!‏ مراع UBL‏ )1۲ ,1( 

حيث tan, np‏ هو المئين ı01-£)‏ لتوزيع ستيودنت 1 بعدد (n-p)‏ من درجات الحرية. 
العبارة إلى حساب معكوس المصفوفة × S = X‏ بالإضافة إلى 
ساپ1512 و8 و UB‏ 

سنفترض » بصورة عامة » أننا نرغب في الحصول على فترة ثقة لكل من عدد و 
من التراكيب الخطية المختلفة في المعالم» ولنرمز لبذه التراكيب بالرموز LB‏ 
8,. لنأخذ الآن البيئة : 

لوا ...رط lı,‏ | ع US]‏ 


طرائق حسابية ١6‏ 


وتطبيق طريقة الجذر التربيعي عليها IS‏ ضربها من اليسار بالمصفوفة eT‏ 
وبالتالي يمكننا كتابة : 
CT iasa]‏ -[ ,او ناك a. T‏ 
حيث ,1 aT‏ » 1,....4 -1. لنحسب مجموع مربعات عناصر المتجه ره فنجد : 
=f, SL,‏ ب V8) dat TOTO LAL (TT)‏ ,1( 
وبذلك نحصل بسرعة وبسهولة على ما تحت الجذر في العلاقة (AY)‏ دون 
الاضطرار إلى حساب 5١‏ وفضلا عن ذلك» إذا حسبنا الجداء الداخلي للمتجهين به وا 
نجد: 
a tal T T's =1',S"s=0,(XX)'X'Y=1, B‏ )0\ ,1( 
وهو المقدار الرئيس الآخر الذي نحتاج في عبارة فترة الثقة (لاحظ أننا حسبناه 
دون اللجوء إلى تقديرات المعالم Ê‏ كل بمفردها). وقد تعلمنا آنفا كيفية حساب E?‏ 
وبذلك لا يبقى علينا إلا الحصول على المئين bar, np‏ من جدول التوزيع ۲ ثم وضع فترة 
الثقة المطلوبة لكل تركيب من التراكيب الخطية المعطاة. 
مثال :)١(‏ بالعودة إلى المثالين Y)‏ و٤)ء‏ احسب 9590 فترة ثقة لكل من التركيبين 
الخطيين في المعالم :3/8 - Br‏ + 268 , 78 - يقر5 + 46. 


و يب 


الحل. نلاحظ أولا أن (3- ,1 ,2( = ,1 و(7- ,5 ,4) > 1. نطبق OYI‏ طريقة الجذر 
التربيعي على الهيئة A]‏ ,1 |ء|؟] فنجد : 

4 2 OZ 2 ١ 

2 10 84/511 5 
=A 4 9|-15|-3 -7 
$i -3)6 71 2 
3 2|0 jo 1 
1 |3 |-1 =5 

وهكذا نجد أن )1- ,0 ,1(= d1‏ و )5- ,1 ,2( =2'@. 

لوضع فترة الثقة للتركيب الأول نحسب 2 = gia = 1 + 02 + CIP‏ 
و 0 = (3-)(1-) + 0« 0 + 6 × 1 a'i t=‏ ونعلم سابقا أن 2-2 فتكون فترة الثقة 
المطلوبة : 9+2.407)2(/2 أو 9+6.808. 

ولوضع فترة الثقة للتركيب SI‏ نجد بصورة ya',a,=30 WU‏ 27 -4,'ه 
وتكون فترة الثقة المطلوبة : 

27+2.407)20 أو 26.367 +271 
(5, 5) اختبار فرضية dole ih‏ 

بالعودة إلى الفقرة (؟, ”, CO‏ حيث قدمنا اختبار فرضية خطية عامة h‏ -7!0:118 
مقابل البديل # + 88 cM‏ حيث المصفوفة H‏ والمتجه h‏ كما عرفناهما في حينها. ورأينا 
أننا نحتاج للقيام بهذا الاختبار إلى حساب إحصاء الاختبار: 

(A, 10) y - HÊ-D'HCH'Y'(HÊ-h) 


qo” 


طرائق حسابية yy‏ 


حيث q‏ رتبة المصفوفة H‏ و'#10) = .C‏ ولحساب الإحصاء W‏ نحتاج J‏ 
حساب (HCH!‏ وهذا يتضمن حساب معكوس XX‏ = 5 ثم معكوس (HCH‏ 
وكذلك حساب (HB-h)‏ 

بتطبيق طريقة الجذر التربيعي على الهيئة [Sls ٨7[‏ نجد: 

0 T” (TTIsH']=[Tl{G"] 

جك H' tat FE‏ =€ › أي 73 1 = »G‏ حيث G‏ مصفوفة qxp‏ 
ونحصل على العنصر ij‏ من المصفوفة © GLA‏ الجداء الداخلي لمتجه العمود i‏ ومتجه 
العمود زمن أعمدة ' التي حصلنا عليها في CVV)‏ و,...,! i=‏ و,...,1 f=‏ ولكن : 

IY GG’ يرد‎ 7-1 707 H'=H(XXY' H'= HCH’ 

لنرمز OW‏ للمقدار Gt- h‏ بالرمز بم وهو متجه egl‏ ولنحسب Gt‏ فنجد: 


(1, W) Gt=HT"'T' X'Y =H(XX)" X'Y=H B 
وبالتالي فإن:‎ 
(1, \A) g=Gt-h=HB-h 


هو ما نحتاجه في ١0(‏ ,1( لحساب إحصاء الاختبار W‏ 
لنشكل OYI‏ البيئة : 
A, 14) [Ge lg‏ 
ونلاحظ أن GG'‏ مصفوفة متناظرة qrg‏ رتبتها و فهي موجبة محددة متناظرة 
وتنطبق te‏ شروط النظرية التي تقف وراء طريقة الجذر التربيعي. وبالتالي توجد 
مصفوفة مثلثة عليا ولنرمز لها بالرمز10 بحيث يكون =T h‏ '00 . وبتطبيق طريقة 
SH!‏ التربيعي على البيئة VAG‏ ,1)» ويمكن كتابتها OW‏ على الشكل [Te Tole]‏ 
نحصل بعد الحسابات على [To] to]‏ حيث : 


۱۸ عاد جور 


8 = 5 
لنأخذ OYI‏ مجموع مربعات عناصر المتجه fo‏ فنجد : 
=8'(GG'Y' g‏ ع "83010 - ع toto =8'Ty' Ty‏ 
وبالاستفادة من (۱۷ CV,‏ و VA)‏ ,1( نجد: 
AYY) loto = (H B- h)(HCH') '(H Ê- h)‏ 
وهو بالضبط ما نحتاجه في بسط العبارة )10 OLD (I,‏ الإحصاء W‏ ويمكن 
كتابة W‏ الآن حسابيا على الشكل : 


CTD w= Lolo n-p 
FEES g 


مثال (5): (من مثال ص۲۳۸ من )۱۹۷١ Graybill OLS‏ في دراسة نموذج 
خطى c‏ تناولت 6 OW catalan‏ جموع مربعات الكناهدات: 77 = YY‏ وكانت 
المعادلات الناظمية كما يلى : 
14= و28 + رق 2 + يق 2 + ,م4 
11= ,38+ ,28+ ,م2 + 2B,‏ 
2û, + 28, +38, +48, - ١1‏ 
19= ,10+ ,48 + ,38+ 26 
(أ) احسب التقديرات النقطية لمتجه المعالم B‏ وللتباين ?0 
(ب ) احسب 95% فترة ثقة لكل من التركيبين الخطيين Brt3 By- Bs‏ +2 
و +2 +,2. 
(ج ) اختبر عند مستوى الأهمية 05. =» الفرضية : 


B= 15‏ - 38 +يق +26 وير 
28-Ê + f+ By=-17‏ ” 


مقابل البديل H‏ أن إحدى المعادلتين على الأقل غير صحيحة. 
الحل. 


shh H 
2 2h42 32 


3 4003 V3 1 
4 10/19}-1 0-1 1 


LE HEL 411 
1 1 A40 10 


5 
2 
2 2 30111 21 =1 
2 
3 


© 
سم — 


1|0|2 -1 2 
0 0 2122 1-2 
ri ta & CG 


(أ ) سجل المعادلات 1= 7 نجد1 - ر » 1-= يق »> 


O N © 


(ب ) فترة الثقة للتركيب الخطي الأول هي : 
5+ 3 =(3( (5.) 2.35 ± 3= رو ,4 32)6( a’ L+tos‏ 
[6.525 ,0.525-] = 
فترة الثقة للتركيب الخطي الثاني هي : 
aa, -9+2.35).5()22-9+ 5‏ 32(6) ونا خا a’,‏ 
]11.35 ,6.65[ = 
(ج ) لاختبار الفرضية Hy‏ نشكل الجيئة [GG |g]‏ ونطبق عليها التقنية الحسابية 
لطريقة الجذر التربيعي فنجد: 
GG' g‏ 
Ge‏ 9 


5| 10 


ثم نحسب إحصاء الاختبار 77: 


me ۱۷۰ 
ae سن‎ a 

ولدينا من جدول التوزيع إف» 32)=3.31 ,2( Key «Fos‏ أن 3.31 > 130 W=‏ إننا 
نرفض Hp‏ 

حالة خاصة. لاختبار الفرضية Ho: B= ba‏ مقابل Ho: By + br‏ حيث by‏ متجه من 
الثوابت » Bay‏ متجه 1<و يتضمن المعالم ال ۾ الأخيرة من متجه المعالم 8 » ونعني المعالم 
t Bogi Boar‏ ... » ر. سنستعرض في البداية طريقة الحساب عندما يكون 0 = (br‏ وقد 
وجدنا في (01 ,0). أن إحصاء الاختبار”7 يصبح في هذه الحالة : 

G, YY) y Lae Ê, 


ولحساب البسط ,6 8'٤‏ نأخذ المصفوفتين XX‏ = ى واى = © بالصيغة 
المجزأة» حيث تشكل الأعمدة ال pg‏ الأولى» الجزء الأول» وتشكل الأعمدة ال ۾ 
الأخيرة» وهي الأعمدة المقابلة للمعالم التي تنطوي عليها الفرضية Hy‏ الجزء الآخر 
من المصفوفة. فيمكن عندئذ كتابة : 


Pq q Pd 4 


-1 
sri” 17 
Ti Ta 0 Ta Cy Cy 


: ومنه يمكن كتابة‎ 
is ba fe Tha | 
Sa Sn} [Tmn To, + Toh» 


BEMA, وبالاستفادة من‎ 
Cz = Sy -Sa ورك ررك‎ 
= Tha + TT “Toh RN Tihs 
= Tha + TT» - MT, = TT» 


وهذا يسمح بكتابة : 


طرائق حسانية ۱۷۱ 


A, YE) Ta Ca Ta =I, 
لنعد إلى المعادلات الناظمية في صيغتها المختزلة 1= 7 ولنكتب هذه الصيغة‎ 


المختزلة بالشكل امجزأ فنجد: l‏ 
امم 


ومنه يمكن كتابة T By =h‏ أو: 


(1, Yo) B,=Ta ts 

ويصبح البسط في YY)‏ ,1( كما يلي : 
(YTV Ê Ca B= TL Co ia bh SE‏ 
وذلك بالاستفادة من C1, YE)‏ ويصبح إحصاء الاختبار في YY)‏ ,7). كما يلي : 
8-8 گے کے (a, YY)‏ 


qê EET 4 

ولحساب البسط في (۲۳ A,‏ يكفي إذن حساب مجموع مربعات العناصر ال و 
الأخيرة من المتجه s‏ "17 =؛ الذي نحصل عليه عند تطبيق طريقة الجذر التربيعي على 
البيئة [Sls]‏ 

والسؤال الذي يبرز الآن هو كيف تصبح الحسابات عند اختبار الفرضية 
Ho: B = b‏ مقابل Hi: B * b‏ حيث 0 + Sh‏ وللإجابة نعود إلى النموذج الخطي في 
شكله المجزأء + × + XA‏ = ۲ ونقوم بالتحويل البسيط التالي من المتغيرات إلى 
المتغيرات يؤرلا - ۲ = Z‏ لاحظ أن Xb‏ متجه nl‏ من الثوابت المعروفة. ولنكتب 
النموذج بدلالة المتغيرات الجديدة 2 فنجد : 


2 - لل‎ - Xab = Xi bi + Xb- b2) + £ 


(1, YA) 2 3 
=X, +X, +E 


١‏ نماذج خحطية 


حيث ,7 = ,8 و رط - ,8 = 8 . ويصبح المطلوب هو اختبار الفرضية 
Hy: B, =0‏ مقابل #0 8 H,:‏ في هذا النموذج ما تنطبق عليه قاعدة الحسابات التي 


وجدناها آنفا في YY)‏ ,7). وهكذا نجد أنه لاختبار الفرضية by‏ = ي2 Ho:‏ حيث 0 ± يط » 


نبدأ by ols‏ ولا - لا =2 ثم نحسب: 
(Ya) XZ=X(Y- Xp br) =XY- XX: b‏ 


jo‏ للمتجه 2 بالرمز '5؛ فننطلق من الميئة ]5° (S]‏ ونطبق عليها طريقة الجذر 
التربيعي لنجد [TI]‏ ثم نحسب E?‏ » إذا لم نكن حسبناها سابقا من العلاقة 
«(n= phó? EZZ- r t‏ ويمكن بسهولة OLS‏ أن قيمة *6 هنا مطابقة لقيمتها محسوبة 
من النموذج الأصلي وقد تركنا ذلك كتمرين للطالب. 
ثم نحسب إحصاء الاختبار من العلاقة : 
دمر TFS‏ 
وإحصاء الاختبار في هذه الحالة يساوي مجموع مربعات ال ۾ عنصرا الأخيرة من 
المتجه ff‏ مقسوما على ”8 و. وتجدر ملاحظة أن المصفوفة ا هي الأعمدة ال ۾ 
الأخيرة من المصفوفة ×× - 5 وأبعاد المصفوفة X Xa‏ هي و×م. 
مغال (۷): (من مثال ص YEY‏ من Graybill OLS‏ 1917/7) 
في دراسة للنموذج الخطي & + t Y= B+ pixa + Bxa + Brat pixa‏ 
5 - 2 ء كانت المعادلات الناظمية كما يلي : 
10= ,مم5 - ,158- ,108- ,5+,م25 
5B, +28, - B, -aR + B, =1‏ 
-10Å, - Ê, +98, +38, + 6B, = -15‏ 
9 - ,38- ,23/8 + ,38+ ,2 -,15- 
45- = ,14+ ,قرة - Ê, + 6B,‏ + ,م5 - 


طرائق حسابية \vr‏ 


وكان مجموع مربعات المشاهدات 810 والمطلوب اختبار الفرضية HP: p=‏ 
8:0 مقابل البديل H‏ أن إحدى المعلمتين fy «Bs‏ على الأقل لا تساوي الصفر. 
الحل. نطبق طريقة الجذر التربيعي على البيئة ]5 [S]‏ فنجد: 
S‏ 


5 s 

5|10- 15- 10- 5 25 
1/1 2- ك 2 
15-| 6 3 9 

23 - 9 
14 |- 45 

5 1 =2 -3 =1 |2 
j 1 L 2 J=] 

5ا 1 2- 2 

3 -2 R 

2 |-6 

T t 


لدينا هنا TH‏ ويكون احصاء Lids Le YI‏ للعلاقة YY)‏ ,1( كما 


n-p _122+)-6(2 25-5 


: = =3.24 
PY- g 30-55 2 


Ho فلا نرفض‎ W=3.24 > Fos (2,20) = 3.49 أن‎ ey 

مغال (۸): في المثال السابق اختبر عند مستوى الأهمية 05. a=‏ الفرضية 2 - يق» 
1 = ۸:6 مقابل البديل ,۸1 أن 1 + أو 2 + رثر. 

الحل : المعلمتان A‏ وي يقابلها العمودان الأخيران من المصفوفة S‏ (العمود 
الرابع والعمود الخامس) وهكذا يكون: 


ole \yé‏ خطية 


at S 
هب‎ j 
XX,=| 3 6 
53: =3 
-3 14 

1 

J b=, ولدينا‎ 
25 
0 
X%,b, =| 15 


—70 


وبتطبيق طريقة الجذر التربيعي على البيئة ['ء|؟] نجد: 
65- 15- 10- 5 25 
10 2- 1- 2 
15| 6 3 9 
7- 23 
25| 14 
1|7- 3- 2- 1 5 
21-7 1 1 1 


طرائق حسابية yo‏ \ 


وإحصاء الاختبار وفقا للعلاقة (VY)‏ هو: 


ni _ (27 + (4) 


يطغ بر 
q6 26?‏ 
ومن Jul‏ السابق لدينا : 
Ši 810-255 =27.75‏ 
55.5 
وبالتالي : 
Ww 0 = 43.423‏ 
99.5 


Ho نرفض‎ W W= 43.423 > Fos (2,20) = 3.49 أن‎ ey 
تمارين‎ (1, V) 
Y حيث‎ ce ~N(0,07!,) حيث‎ Y= XB + ليكن النموذج الخطي العام م‎ -١ 
: والمعادلات الناظمية هى‎ Y Y= 138 36x1 متجه عشوائى‎ 
4 +88, - 48, +28, =4 
8B, +208, -108, + 6Ê, =12 
- 4B, -108, + 6Ê, - 48, =-6 
28, + 6B, - 4B; +12, =7 
079 BY المقدرات النقطية‎ (1) 
(ب) 95% فترة ثقة لكل من التركيبين الخطيين.‎ 
4/3, + 28-76, « 2/8, +48 + ps - 0 
: (ج) اختبر الفرضية‎ 


H: 26+ -,48-ي68‎ 2 
" 28+ By - 28,- -2 


عند مستوى الأهمية .a=.05‏ 


اا 


(د) اختبر الفرضية 0 = Ho: Bs = By‏ عند مستوى الأهمية 05. =». 
-Y‏ ليكن النموذج الخطي العام : 

Y; = pixa + ديق‎ + Bx + Bu + 6;1 = 1,...,25 

حيث )00°( Na‏ ~ £ . والمعادلات الناظمية هي : 

4 2 8| | [50 


aon N A A 


8 
6 14 11||ĝ,| | 66 
0 


و874 Y=‏ استخدم طريقة الجذر التربيعي الحسابية لإيجاد: 
(أ) المقدرات النقطية للمعالم B‏ » 62. 
(ب) 95% فترة ثقة لكل من التركيبين الخطيين : 

2B + 28: - 48+‏ 3 ,38 + :38 - ي28 - ,28 
(ج) اختبر الفرضية : 


3- ,148 -ىق - ي6 + H: 2B‏ 
4-= ب136+,26 +24 ° 


وذلك عند مستوى الأهمية 01. =». 
a‏ ليكن النموذج الخطي العام ع + 8× =۲ حيث E~ N)0,01,(‏ > ومجموع 
مربعات المشاهدات 54 F Y=‏ والمعادلات الناظمية هي : 
s4‏ ,48 - يقر4 + 8+ 16Â,‏ 
8B, +5, +32, =5‏ 
4p, +38, + 6B, +36, = 0‏ 
-4Ê, +38, +7, -5‏ 
استخدم طريقة الجذر التربيعي لإيجاد : 


۷۷ حسابية‎ GA 

(أ) المقدرات النقطية للمعالم 8 » 62. 
(ب) 95% فترة ثقة لكل من التركيبين الخطيين. 

4B < 48+58 + B+ 58‏ + :98 + 58 + 84 
(ج) اختبر الفرضية 0 Hy: y= p=‏ عند مستوى الأهمية 05. =». 
4 - ليكن النموذج الخطي XB + eels‏ = ۲ حيث (,1٥,0)ي,[ E~‏ 

والمعادلات الناظمية هي : 
WAITE‏ 3 27 9 


3 15 26 RIG | 27 
30 92 14 102[| 8, | [250 


ومجموع مربعات المشاهدات 663 = WY‏ استخدم طريقة الجذر التربيعي الحسابية 


.6* » B المقدرات النقطية للمعالم‎ ( i) 
(X'Xy! (ب)‎ 


H: 38+ 7+ 8f, = 9 
° 38+ 4 - 38, + 58, = 2 


عند مستوى الأهمية 01. -ه. 
(د) اختبر عند مستوى الأهمية 01. a=‏ الفرضية 0 = Ho: B= By‏ 
S —0‏ النموذج الخطي العام : 

Y; = Pixa + Bxat Bxa + paxa + & i= 1,...,36 


حيث E~ N(0,0°I)‏ وحيث: 


۱۷۸ تماذج حطية 


42 2 5 14 
225 11 

XX = XY=| YY ==581 
3 4 11 
10 19 


استخدم طريقة الجذر التربيعي لإيجاد: 
)1( المقدرات النقطية للمعالم ‏ » 62. 
(ب) XX"‏ 
(ج) 90% فترة ثقة لكل من التركيبين الخطيين في المعالم. 
f‏ - 38 + ي + /2/8 5 2Bi+2ht+h‏ 


(د) اختبر عند مستوى الأهمية 05. a=‏ الفرضية : 


H: 281+ B+ 38s- 8= 5 
” 2, - يق‎ + B+ يق‎ - -7 


=i‏ ليكن النموذج hl‏ العام م Y= XB+‏ حيث )0,135( g~ N,‏ والمعادلات 
الناظمية 5 - 5 حيث: 

2 2 

2 4 


Ae NY N حد‎ 


4 
2 
6 26 4 
6 6 2 
و YY=74‏ والمطلوب إيجاد: 
)1( "8 باستخدام طريقة الجذر التربيعي. 
(ب) المقدرات النقطية للمعالم 8 باستخدام طريقة الجذر التربيعي ثم باستخدام 
الصيغة ىو „=S‏ 
(ج) 95% فترة ثقة لكل من التركيبين الخطيين في المعالم. 


طرائق اة ۱۷۹ 


4B, + 38-38 +28, «< 2B, + 2+ Ps 
وذلك باستخدام طريقة الجذر التربيعي.‎ 


(د) اختبر عند مستوى الأهمية 05. =» الفرضية : 


, 28+ fr- 78+ 28,> 3 
" 28+ يق‎ + Bs- 8, - -8 


۷- بين أن 62 كسوبا عن الموج ع + 8× = ۲ مطابق J‏ 67 توا هيد 
النموذج ا محول وفق الصيغة في AYA)‏ 


ZW) caw) 


نماذج التصميم 


)۷,١(‏ مقدمة 

لقد درسنا في الفصول السابقة بعض النماذج الخطية العامة. وسنقدم في هذا الفصل 
أحادية العامل. 

تعريف :)١(‏ تعريف نموذج التصميم Design Model‏ : لنعتبر النموذج الخطي 
العام 8 + 8× Y=‏ حيث لا متجه عشوائي LU‏ للمشاهدة أبعاده 1×« و × مصفوفة 
من القيم المشاهدة غير العشوائية ذات بعد mp‏ ورتبتها م حيث mp‏ و B‏ متجه من 
المعالم المجهولة أبعاده pxl‏ و £ متجه عشوائي غير مشاهد أبعاده1×«. فيعرف هذا 
النموذج بأنه نموذج تصميم إذاء وفقط إذاء كانت pole‏ المصفوفة ‏ مكونة من 
االأعناد هار 3 وان تباط معن رف لاسقا 

ملاحظة :)١(‏ سنفترض في دراستنا هنا أن المتجه العشوائي غير المشاهد 6 يتوزع 
وفق التوزيع الطبيعي بعدة متغيرات (,8)0,621. أي أن عناصر المتجه © هي متغيرات 
عشوائية مستقلة ويتوزع كل واحد منها وفق التوزيع الطبيعي بمتوسط 0 وتباين *6. 


\A\ 


VAY‏ د عت 
(۲ , ۷) التقدير النقطي لنموذج التصميم 
سنستعرض في هذه الفقرة بعضًا من النظريات والنتائج المفيدة في مسائل التقدير 
النقطي لنماذج التصميم » ke‏ وجدناه في الفصل الخامس» ونعيده هنا على سبيل 


التذكير. 
نظرية :)١(‏ لنعتبر النموذج المعطى في التعريف )١(‏ والملاحظة )١(‏ أعلاه 
فعندكل: 
-١‏ معادلات المربعات الصغرى (المعادلات الناظمية) هي : 


(Vv, \) X'X û=XY 
: هو‎ B للمتجه‎ (Least Square Estimator) مقدر المربعات الصغرى‎ - Y 
(y, Y) B= Xx)" XY 
(Best هو أفضل مقدر خطي غير منحاز‎ (V, Y) المقدر 6 المعطى بالصيغة‎ -Y 
للمتجه 8 أو بعبارة أخرى فهو مقدر غير منحاز ذو تباين‎ Linear Unbiased Estimator) 
.8 للمتجه‎ (Uniformly Minimum Variance Unbiased Estimator) أصغر: ي بانتظام‎ 
1 حيث‎ PB أفضل مقدر خطي غير منحاز لتركيب خطي 18 هو المقدر‎ -٤ 
px متجه معلوم ذو بعد‎ 
المقدر:‎ -6 
(v, Y) 6? =(n-p)' XY-Ê' XY) 
0? هو مقدر غير منحاز ذي تباين أصغري بانتظام للتباين‎ 
: يتوزع المتغير العشوائي‎ -1 
(v, £) U= (n-p) 2ج‎ lo 
درجة حرية» أي أن:‎ (np) توزيع كاي مربع × ب‎ Gy 
U= (n-p) ê? lo ~ x(n-p) 


نظرية (Y)‏ لنعتبر النموذج المعطى في التعريف )١(‏ والملاحظة )١(‏ وبافتراض 
Lvl‏ مصفوفة La pole‏ ثوابت» أبعادها م«9» ورتبتها و حيث و<م فعندئل: 
-١‏ المتجه العشوائي L'B‏ يتوزع وفق التوزيع الطبيعي بعدة متغيرات بمتوسط : 
UB‏ <( م (v, 0) E(L'‏ 
وبمصفوفة تباين: 
L(X'X)'L‏ 2ه =) (y, 3) V = var(L' Ê‏ 
أى أن : 
L' Ê ~N,(L'B, o? L'(X'XY'L) l‏ 
-Y‏ المتجه العشوائي 1 مستقل عن المتغير العشوائي U‏ المعرف بالعلاقة )£ AV,‏ 
مثال :)١(‏ لنعتبر النموذج الخطي نه + بس = ز۷ الوارد CA) SEM‏ من الفصل 
الرابع. إن هذا النموذج هو أحد CH‏ التصميم إذ يمكن كتابته على الصيغة Y=XBte‏ 


s 


: حيبت‎ 
Yii 1 0 E 
Y2 1 0 E2 
y= Yiz 3 y= 1 0 ' =| دع‎ 63 
Yo) 0 1 #2 21 
وولا‎ 0 1 En 
Y23 T1 En 
: هي‎ )۷ , ١( فالمعادلات الناظمية لبذا النموذج وفق العلاقة‎ 
à 301 =Y, 
XX B=X'Y A 
2 3 =. 
الع‎ 3 A 
: حيث زل ر2 = ۲. لاحظ ان‎ 
xx= 3 0 
0 3 


وعليه فإن مقدر المربعات الصغرى للمتجه 8 بناء على العلاقة (V, Y)‏ هو: 


ae ۸٤ 


XX)" XY= H 8‏ )دقر 


H2 
لاحظ أن:‎ 
دمي و 8 >8 (1,0) درن‎ (0,1) 8B =2 8 
Ho و‎ Mi المقدر غير المنحاز ذي التباين الأصغري بانتظام للمعلمتين‎ Ob وعليه‎ 
: وفقا للعلاقة )£( في النظرية )1( هما على التوالي‎ 


=M Ê = (1,0) H =7‏ يش 


بمتوسط وتباين هما› على الترتيب: 
E û, )= 0; B= by‏ 
(XX) 073; (i=1, 2)‏ ;1 نه =) var( û,‏ 


e 


أى ان : 
fi, = Y ~N(pi;, 07/3); (i= 1, 2)‏ 
ولإيجاد المقدر غير المنحاز ذي التباين الأصغري بانتظام للتباين o‏ نستخدم 
العلاقة )£ (V,‏ فنجد الكميات التالية : 
M+ i‏ _ | 


Y,, 3 


2 5 Y, 3 15 Es 
Y'Y = y? 5 XY = | le | 5 7 XY = 8 š F] | 
5 و‎ z5 


وعليه فإن المقدر غير المنحاز ذي التباين الأصغري بانتظام للتباين © هو : 


2.3 
زم )سنن‎ (XY - 320 = (6-2! DIY Fa)? 


i=l j=l 


۸٥ pate 


(, ۷) اختبار الفرضيات وفترات الثقة لنموذج التصميم 

سنناقش في هذه الفقرة النموذج المعطى في التعريف )١(‏ والملاحظة .)١(‏ وعند 
اختبار الفرضيات لنموذج التصميم سنفترض أن المصفوفة H‏ مصفوفة عناصرها 
ثوابت» أبعادها eap‏ ورتبتها ۾ حيث و<م. وسنركز اهتمامنا hä‏ على اختبار 
فرضيات حول معالم النموذج من النوع 0 - 118 Ho:‏ مقابل الفرضية ±0 118 Hi:‏ وبناءً 
على طبيعة المصفوفة H‏ فإن HB‏ هي مجموعة من التراكيب الخطية في 8 المستقلة خطيًا. 
وقياسًا على ما وجدناه في النظرية (V)‏ من الفصل الخامس تبين لنا النظرية التالية طريقة 
اختبار فرضية حول معالم نموذج تصميم. 

نظرية ( 7):لنعتبر النموذج المعطى في التعريف )١(‏ والملاحظة »)١(‏ وبافتراض أن H‏ 
مصفوفة عناصرها ثوابت» أبعادها cep‏ ورتبتها و حيث و<م» فعندئذ تكون الإحصاءة W‏ 
هي إحصاءة اختبار نسبة الإمكانية المعممة generalized likelihood ratio test statistic‏ 


لاختبار الفرضية 0 > Ho: HB‏ مقابل الفرضية 0 * HB‏ :,11 حيث تعطى هذه الإحصاءة 


: باحدى الصيغتين التاليتين‎ 
(y, Y) y- HÊK HTHP) 
qo” 
(۷,۸) Ginu اي‎ ii (4) 
ô} -م)‎ p) ôF q 


َة هو مقدر الإمكانية العظمى للتباين *6 وفق النموذج التام Y=XBte‏ و Ge‏ 
هو مقدر الإمكانية العظمى للتباين o?‏ للنموذج المخفض Y=Byte‏ تحت الفرضية Ho:‏ 
0 -88. أي أن : 


VAJ‏ س 


Gp n) WY - <2 
ôk =(I/n) (XY -7'B'Y) 


XX)" XY 
)در‎ BB)" BY 
(Non-central F-distribution) اللامركزي‎ F وفق توزيع‎ W وتتوزع الإحصاءة‎ 
: المعطاه بالصيغة التالية‎ A بدرجات الحرية و و م-” و معلمة اللامركزية‎ 
(V,4) A=(20*)"'(HB)'[H'X)"' H'}' (HB) 
Ho ويصبح هذا التوزيع توزيعًا مركزيًا إذاء وفقط إذاء كانت الفرضية‎ 
: صحيحة:؛ أي أن‎ 
W ~ F(q, n-p; À) 
H: HB 0 عند مستوى الدلالة » مقابل الفرضية‎ Ho: HB=0 ونرفض الفرضية‎ 
: المحسوبة تحقق‎ W إذا كانت قيمة الإحصاءة‎ 
Ree 
: لبذا الاختبار هي‎ (Power Function) إن دالة القوة‎ 
rO) = fE )0« : ووو‎ Pp; A) dw . 
بعد أن استعرضنا طريقة اختبار فرضية حول معالم نموذج التصميم فإننا نذكر‎ 
فيما يلي نظرية تعطي طريقة لوضع فترات ثقة حول معالم نموذج تصميم مستندين إلى‎ 
(0, A) ما وجدناه في‎ 
وليكن 78 أي‎ O) والملاحظة‎ )١( نظرية (4): لنعتبر النموذج في التعريف‎ 
تركيب خطي في متجه المعالم 8. فتعطى فترة الثقة» بمعامل ثقة (» -1)» للتركيب‎ 
: الخطي 18 بالصيغة التالية‎ 
(Vv, \*) I Ê ttarinp \var(l' Ê) 


والتي يمكن كتابتها على النحو: 
YONA XY‏ بوم (Vv, \\) NXX)! XY t‏ 


,٤(‏ ۷) نموذج التصميم برتبة غير تامة 
عندما تكون المصفوفة × غير تامة الرتبة أي عندما تكون رتبة المصفوفة × 
تساوي k‏ و #<م فيسمى النموذج في هذه الحالة نموذج الرتبة غير التامة. وللتعامل مع 
هذه الحالة فلابد لنا من التطرق» بصورة عامة» لما يسمى بالمعكوس الشرطي 
(Conditional Inverse)‏ للمصفوفة. فالمعكوس الشرطي للمصفوفة A‏ ويرمز له بالرمز AS‏ 
هو أي مصفوفة تحقق الشرط ۸۸°۸=۸. وفي حالة نموذج الرتبة غير التامة يمكن تطبيق 
النظريات السابقة (نظرية OV)‏ إلى نظرية (5)) ولكن باستبدال المصفوفة (XX)‏ وهي 
المعكوس الشرطي للمصفوفة XX‏ بالمصفوفة (X'X)T‏ وكذلك استبدال القيمة k‏ بالقيمة 
م. مع ملاحظة أن مقدر المربعات الصغرى للمتجه 8 في هذه الحالة لن يكون وحيداء 
وذلك OY‏ المعكوس الشرطي لمصفوفة قد لا يتمتع بالوحدانية. وسيكون مقدر المربعات 
الصغرى / أي حل للمعادلات الناظمية .X'X B =X'Y‏ والحال العام هو: 
Û (XX) XY + ]1- (XX) (XX)]b ,beR’‏ 
حيث 1 مصفوفة الوحدة والمتجه b‏ هو أي متجه في الفضاء الإقليدي RP‏ 
تعريف (Y)‏ الدالة القابلة للتقدير .(Estimable Function)‏ نقول أن II‏ 
الخطية 8 في المعالم 8 قابلة للتقدير إذاء وفقط إذاء وجد لبا مقدر غير منحاز على 
شكل دالة خطية في عناصر المتجة لا. أي أن 78 قابلة للتقدير إذاء وفقط إذاء وجد 
متجه "۴٤ھ‏ بحيث يكون 78 -(ل:5)8. 
نظرية (8): العبارات التالية متكافئة : 
(i)‏ الدالة الخطية 78 دالة قابلة للتقدير. 


\AA‏ دج عه 


(ب) يوجد متجه ۾ ذو بعد ۸×1 بحيث أن هالا-/. 

(ج) المتجه 1 هو تركيب خطي في متجهات الأعمدة للمصفوفة X‏ أي أن 
المتجه J‏ ينتمي إلى فضاء متجهات الأعمدة للمصفوفة '×. وبشكل مكافئ OW‏ المتجه L‏ 
هو تركيب خطي في متجهات سطور المصفوفة X‏ أي أن المنجه ١‏ ينتمي إلى فضاء 
متجهات السطور للمصفوفة X‏ 

.rank[X', [J= rank[X'] )د(‎ 

.rank[X'X, /|= rank[X'X] (a) 

(و) يوجد حل × للمعادلات XX]‏ 

(ز) IX XE‏ لأي معكوس شرطي للمصفوفة K‏ 

نظرية (5): إذا كانت الدالة الخطية 78 ALG‏ للتقدير فإن المقدر VIB‏ متغير 
لأي حل ۸ للمعادلات الناظمية XX P=XY‏ 

نتيجة :)١(‏ أي تركيب خطي في الجوانب اليسرى للمعادلات الناظمية تكون 
قابلة للتقدير. 

(Y) Ji‏ لنعتبر النموذج الخطي :8+:#+ير = ۷ وذلك كما في SEM‏ (۸) في 
الفصل الرابع. إن هذا النموذج هو أحد HE‏ التصميم برتبة غير تامة إذ يمكن كتابته 
على الصيغة Y=X pte‏ حيث : 


Yi; 1 1 0 11 

Vo 11 0 J Ep 

0 E 

=| |, aj i Mgala gaj“ 

2 101 * Sn 
2 

in‏ 10 دولا 


۸۹ een 

فالمصفوفة × أبعادها 6x3‏ ورتبتها تساوي 2. لذلك فإن 7-6 و p=3‏ و 2=|. 

ونلاحظ أن المتجهين (1,1,0)-,7 و (1,0,1)-:/ هما متجهان مستقلان خطيًا وينتميان إلى 

فضاء متجهات السطور للمصفوفة × ولذلك فإن دالتي التركيب الخطي MB‏ و DB‏ 

قابلتان للتقدير ومستقلتان خطيًا. كما أن أي دالة خطية تكون قابلة للتقدير إذاء وفقط 
إذاء كانت تركيبًا خطيًا في هاتين الدالتين. 


6 3 3 
6-13 3 0 
$0 3 
: والمعادلات الناظمية هى‎ 
6û +32 +32, =Y, 
X'X B= جه لاما‎ 36+32 =Y. 


3 +3 =, 
E aile 2 3 3 5 
فإن أحد الحلول‎ adeg Yu 2000 yo 2 T= B = 


للمعادلات الناظمية أعلاه» أو أحد مقدرات المربعات الصغرى للمتجه 8» هو: 


H 2 
B= 2 = Vie کر‎ Y; 
fa Yo, هن‎ K; 


: أن‎ bY 
دقرم‎ (1,1,0) B = utti, T28 = (1,0,1) 8 = ptt, 
DB و‎ MB وعليه فإن المقدر غير المنحاز ذي التباين الأصغري بانتظام للدالتين‎ 
: التوالي‎ gE هما‎ 


fi 1 


RÊ =(1,1,0) |å | = a+4, =(.1,0) | =F | = 
2 وكا‎ 


۱۹۰ 
û Fs‏ 
IB =(1,0,1) | ĉ | = a+? =(1,0,1) | H.-F. | =F,‏ 
fz Yn- Y‏ 
إن الدالة > - ,> = 78 قابلة للتقدير ذلك لأنها تشكل تركيبًا خطيًا في الدالتين 
8 و 728 كما يتضح مما يلي : 
tit‏ = (وعخير)- 2B = (u+)‏ - 8ر2 - TB‏ 
وعليه فإن المقدر غير المنحاز ذي التباين الأصغري بانتظام للدالة -t‏ > = 7:8 
هو: 
=f-‏ يدث = HÛ‏ 
ولإيجاد المقدر غير المنحاز ذي التباين الأصغري بانتظام للتباين 6 نحسب 
الكميات التالية : 


Ke y2 y2 
Ê XY = [Aĉ ê] = (7... ¥.-¥..%-¥.]|¥, EE, 


2. 4 


2 3 y2 y2 
YY-#XY= YD - BS Neth. 5 SO 


i=l ادر‎ i=l j=l 


وعليه فإن المقدر غير المنحاز ذا التباين الأصغري بانتظام للتباين 2ه هو: 


E 
6? =(n ky! XY - Ê XY) = (6-2) YY, - 


i=l j=l 


وهذا المقدر هو المقدر نفسه الذي حصلنا عليه في المثال .)١(‏ 


تج صم ۱۹۱ 
إن أحد الحلول الأخرى للمعادلات الناظمية أو أحد مقدرات المربعات الصغرى 
الأخرى للمتجه 8 هو: 


لو قمنا باستخدام المقدر , بدلا من المقدر B‏ أعلاه فإننا سنحصل على النتائج 

تعريف (Y)‏ مصفوفة التصميم (Design Matrix)‏ تكون المصفوفة × ذات 
nxp Jal‏ مصفوفة تصميم إذاء وفقط إذاء كان من الممكن تجزتتها على الصورة [Xo‏ 
Xi, ..., Xl‏ حيث :× مصفوفة جزئية أبعاده mg‏ وتحقق ما يلي : 

.0 هي 1 أو‎ Xi عناصر المصفوفة الجزئية‎ (Í) 

(ب) كل سطر من سطور المصفوفة الجزئية × يحوي عنصرًا واحدًا hä‏ يساوي 
1 والعناصر الأخرى الباقية تساوي 0. 

(ج) كل عمود من أعمدة المصفوفة الجزئية × يحوي على الأقل عنصرًا واحدًا 
غير صفري. 

مثال (Y)‏ من أمثلة مصفوفات التصميم المصفوفتان الواردتان في المثالين CV)‏ 
و (Y)‏ فالمصفوفة × في المثال Mee (Y)‏ يمكن كتابتها على الصورة [Xo, ×, Xa]‏ = × 


حيث : 


AF 


— eee eet 


e ا‎ yay 


كما يمكن كتابتها على الصورة X= [Xa Xi]‏ حيث : 


1 


> a= 


O O سم ايم‎ 


1 
1 
1 
1 
1 
1 


0 
Gy‏ كلا الحالتين Ob‏ المصفوفة الجزئية :× تحقق الشروط المذكورة في التعريف 
AY)‏ 
)0 , ۷) نموذج التصميم أحادي العامل 
سنتناول في هذه الفقرة بشيء من التفصيل نموذج التصميم الذي يعرف بنموذج 
التصميم أحادي العامل. ويعتبر هذا النموذج من النماذج البامة في الحياة العملية وذلك 
لشيوع تطبيقه في كثير من OVEN‏ 
تعريف (E)‏ نموذج التصميم أحادي العامل -One-Factor Design Model‏ 
تعرف المواصفات التالية نموذج تصميم أحادي العامل : 
(i)‏ إحدى صيغ النموذج تعطى بالشكل : 
Ye=pte tay) i=l f =a,‏ 
حيث أن 1<[ لكل yi‏ 1<[ لقيمة واحدة على الأقل من قيم i‏ 
(ب) الكميات زلا متغيرات عشوائية ALG‏ للمشاهدة. 
(x)‏ الكميات sij‏ متغيرات عشوائية غير قابلة للمشاهدة تتوزع مستقلة بعضها 
عن بعض وفق التوزيع الطبيعي )0° ,0( N‏ 
)>( الكميات يه ,... ,دا ,ر ,ل O°,‏ هي معالم مجهولة وفضاء المعالم لبا هو: 


Q= {(o?, E Oa ees OE 0>0, -co<pı<oo, —co<aj<oo; i=l, 2, ...,1} 


نماذج التصميم 14۳ 


سنرمز للعامل تحت الدراسة بالرمز 4 وسنفرض أن عدد مستوياته يساوي 1 
وسنرمز للمستوى رقم i‏ بالرمز :4. كما سنرمز لتأثير مستوى العامل رقم ¡ بالرمز به 
وسنرمز لمتوسط قيم مستوى العامل رقم ذ بالرمز pinta‏ كما سنعرف التأثير الرئيس 
لمستوى العامل رقم thi‏ ۳- ,© حيث أن به BaD‏ 

لتحليل هذا النموذج نحتاج أولا إلى تحديد مقدرات معالم النموذج ,به يل 
به ,... Os‏ ومن الواضح أن هذا النموذج هو أحد نماذج التصميم إذ يمكن كتابته على 
الصيغة Y=XBte‏ حيث : 


Yu 1 1 0 0 11 
Yiy, 1 1 0 0 El 
Y21 1 01 . 0 7 £2] 
: : ay 
YA) Yay, [se 0 1 0 |], 8> | ده‎ |, £= | 42), 
Sei : ay a . 
Yu l 0 0 | 1 
i i oO = i 5 


أبعاد المصفوفة × هي NIH)‏ ورتبتها تساوي 27/. إن عدد معالم النموذج 
يساوي 1+/حم كما أن m= Pd,‏ إن المعادلات الناظمية هي : 
nû + Jay + JQ te +d) a, = Veo‏ 
Jı + Jay =Vie‏ 
=Vr‏ ةر ل+ الأول 


a 


J, +J r =Y1« 


نماذج خطية 


تابتها بالصورة المختصرة التالية : 
1 
.لا = u: 07 + Did:‏ 
i=l‏ 
2 9 إن[ = برل + Q; : JÊ‏ 
عدد المعادلات هو 1+1 وعدد المعالم المجهولة هو 1+1. ولكن عدد 
خطيًا يساوي 1» وذلك OY‏ المعادلة JIN‏ هي مجموع المعادلات 
حل المعادلات الناظمية لن يكون وحيدًا. ولإيجاد أحد الحلول فإننا 
(p-k=1)‏ غير قابلة للتقدير ونساويها بالصفر للحصول على حل. 
ة هي هرل D‏ وباستخدام الشرط 0- ,هرل 31 فإننا Jat‏ 


role B= (Ad, ٠ 


أن جميع الدوال من النوع B= (uta)‏ هي دوال قابلة للتقدير Shy‏ 
ابد أن تكون ES y‏ خطيًا في هذه الدوال» ذلك OY‏ المتجه :1 ينتمي 
السطور للمصفوفة ×. إن أفضل مقدر غير منحاز (مقدر غير منحاز 
بانتظام) للدالة (uta)‏ =7:8 هو: 

NÊ = fi+d, = Yp ; i=1,2,...,1 


ey‏ أن الدال 
للتقدير لأي yt‏ 
بد من أن يكون 20 
تقودنا إلى التعريف | 
تعريف )9( 
(contrast)‏ إذاء وف 
وبعبارة أخرى يشك 
ومن أمثلة U‏ 
نظرية (۷): 
+e,‏ ره + مرح Yy‏ قا 
a;‏ القابلة للتقدير. | 
(حيث 0 1,012 
رقم ¡ للعامل ۸ هو 
هو ما3 1 
وکمامر معد 

© هو : 


ولکن : 


مادج gece‏ ه15 
ky‏ أن الدالة (به+س)ن,_ E‏ هي تركيب خطي في الدوال السابقة فهي قابلة 
للتقدير لأي مجموعة من الثوابت ١‏ ). لذلك فإن AD c= <٠٠:‏ وبالتالي لا 
بد من أن يكون 37-0 لكي تكون الدالة ,ه٠‏ < قابلة للتقدير. وهذه الحقيقة 
تقودنا إلى التعريف التالي. 
تعريف )0(: المتضادة 54 : يدعى التركيب الخطي SLL‏ المتجه B‏ متضادة 
(contrast)‏ إذاء وفقط إذاء كان مجموع معاملات التركيب الخطي يساوي الصفر. 
وبعبارة أخرى يشكل التركيب الخطي LB‏ متضادة إذاء وفقط إذاء كان 0= 1=<1[. 
ومن أمثلة المتضادات ,٠ر٠‏ ¥ حيث 0-0 
نظر ية (۷): جميع متضادات المعالم به في نموذج التصميم أحادي العامل 
زع + ;»+= ر۲ قابلة للتقدير. كما أن المتضادات هي فقط التركيبات الخطية في المعالم 
به القابلة للتقدير. إضافة إلى ذلك فإن أفضل مقدر غير منحاز للمتضادة ca,‏ < 
(حيث 0-,,_3 ) هو مر < . كما أن أفضل مقدر غير منحاز لمتوسط المستوى 
رقم 1 للعامل A‏ هو =F),‏ ;۸+4 و أفضل مقدر غير منحاز لتأثير المستوى رقم i‏ للعامل 
هو YT‏ -1- مرا -å -Ê=‏ 
وكما مر معنا سابقا فإن المقدر غير المنحاز ذي التباين الأصغري بانتظام للمعلمة 
2 هو: 
ين =(n-k)'‏ ?6 
ولكن : 


E 

1 
M- 
Ms 

ó 


ye Yoo 
a on 5 a = 5 = F 
BY = (AG, +@,) 2 = ir... y=. =, والح‎ 3 
7 ıe 


Ob es‏ المقدر غير المنحاز ذا التباين الأصغري بانتظام للتباين *6 هو: 
o =(n = YY- Ê'X'Y)‏ 


E 1 1 
=(n-D" pay 28) “امد‎ YG Fe)? 


i=l j=l i=l i=l j=l 
وهذه النتيجة نسردها في النظرية التالية.‎ 
62 .نظرية (۸): إن المقدر غير المنحاز ذي التباين الأصغري بانتظام للمعلمة‎ 
هو:‎ (E) لنموذج التصميم أحادي العامل المعطى في التعريف‎ 


ô? =(n -N' pa و5‎ | =) DIE AS 
ات‎ is ا‎ Jal 
التصميم أحادي العامل‎ z? اختبار الفرضيات لنمو‎ )۷ , I) 
من الفرضيات التي نهتم باختبارها عادة حول نموذج التصميم أحادي العامل‎ 
يعني عدم‎ liag متساوية.‎ A هي الفرضية القائلة بأن تأثيرات جميع مستويات العامل‎ 
وجود فروق بين مستويات العامل. أو بعبارة أخرى إن العامل ليس له تأثير على متغير‎ 
: الاستجابة. ويمكن صياغة هذه الفرضية على الشكل التالي‎ 


Ho: a = يو‎ > ... = 


وتختبر فرضية العدم السابقة مقابل الفرضية البديلة القائلة بأن ليست جميع 


تأثيرات مستويات العامل 4 متساوية (على الأقل واحدة مختلفة). وهذا يعني وجود 


yay eo 


فروق بين مستويات العامل أو بعبارة أخرى فإن العامل له تأثير على متغير الاستجابة. 
ويمكن صياغة هذه الفرضية البديلة على الشكل التالي : 

(لقيمتين i‏ و زعلى (PY‏ ره * به :,11 

ولاختبار الفرضية Ho‏ مقابل الفرضية Hi‏ فإننا سنستخدم إحصاءة الاختبار 
المعطاة بالعلاقة ee ae (V , A)‏ 


ôR-ÔF =)‏ أ )1- (k-84)‏ _ 
/(n-1) a 1-1‏ 62 
حيث 22 هو مقدر الإمكانية العظمى للتباين o‏ للنموذج Y=XBte all‏ 
هو P‏ ين ج الثام 
ويساوي: 


1 3 د‎ L y? 
êp =(1/n) (YY - ولا م‎ = (1/n) دجم‎ p2 a 
i=| j=l i=l 5 
7 كد‎ 
=(1/n) TPR -¥,)° 


i=] j=l 
للنموذج المخفض‎ o? وللحصول على 0 وهو مقدر الإمكانية العظمى للتباين‎ 
فإننا نجعل » = يوت ... = = » في‎ Hy: تحت الفرضية ره = ... = يه = ره‎ Y=Byte 


النموذج الكامل لنحصل على النموذج المخفض التالي : 
;j=1,2,..,J;‏ لو... ,11,2 +E;‏ ملل = رع + ب + يرد Y;‏ 
حيث تتوزع المتغيرات ززع بصورة مستقلة وفق التوزيع الطبيعي نفسه N(0,0°)‏ 
le erie‏ 
1 
1 
B= : , x= [a].‏ 
1 


وفضاء المعالم للنموذج المخفض هو: 


= {(0°, Ho): 0>0, -c0<j15<00} 


هناك معلمة مجهولة واحدة لذا النموذج لذلك فإن 1تم. والمعادلة الناظمية 


Hy: nio = Yeo 
: مم . وعليه فإن‎ =I. وحل هذه المعادلة هو‎ 
2 
PBY= Fo Yo = 7 
n 


GR =(1/n) (XY -7' B'Y) = (1/n) 2 


i=l j=l 


IJ; 
ODDS 


i=l j=l 


وبالتالي تكون إحصاءة الاختبار LSW‏ يلي : 


E 
e-2) 


i=l j=l i= 
1 I J 5 1 y? 
E3] 
دم‎ TER- ¥..) (1-1) 


Ss i=l 4 n n-I = i=l j=l 
| —— 3 TI 7 


M: 


(Y; = -F,. 02 (7-م)/‎ 


i=l j=l 
W صحيحة تتوزع الإحصاءة‎ Ho? ره‎ = 2 = ... = Qy عندما تكون فرضية العدم‎ 
أي‎ n- بدرجات الحرية 1-1 و‎ (Hy معلمة اللامركزية 3-0 تحت‎ OY) F فق توزيع‎ 
أنه‎ 
W~ F(I-1 ,n-D) 


غاذج التصميم 444 
وعليه فإننا نرفض به = ... = جه = ,0 Hy:‏ عند مستوى الدلالة » إذا كانت قيمة 
الإحصاءة W‏ المحسوبة تحقق : 


اسم ادر لح w‏ 
وقد جرت العادة بأن توضع نتائج اختبار الفرضيات السابقة في جدول يسمى 
جدول تحليل التباين (التحاين) كما يلي : 
جدول التحاين لاختبار 0 > ... = Ho: a: = A2‏ للنموذج الأحادي العامل 


iJ! متوسط توقع‎ txt مصدر درجات‎ 
F المربعات المربعات متوسط‎ att ١ التغير‎ 
المربعات‎ M.S. S.S. d.f. Source 
E.M.S. 
_ Aus Anes = A Ly? y 1-1 Aj 
"Ta © ركيد‎ As =2, Jp à 


E(Ems) 


1 J 1 2 a 0 
Ems = nat Ess DDD عر‎ n- الخطأ‎ 


a> gòu Y ee 
ونلاحظ الجدول السابق أن:‎ 
Pad I y2 
Eys = Ëss =6? =(n =I)! pay z 3 
n-I i=l j=l i=l Ji 
iE 
=a- YY, -F)? 


i=l j=l 


كما يمكن إثبات ما يلي بالنسبة لتوقع متوسط المربعات : 


ae 1 
E ال ا‎ E 00 1 = 
E(Ams) = > E ee Px =- ia : 


ial jal ial 
E(Eys) = 0°. 

لذلك E(Ams)= E(Ems) OF‏ إذاء وفقط )13 كانت الفرضية - ... = 02 = » Ho:‏ 
به صحيحة. وبناء على هذه الحقيقة تتم مقارنة الكمية Ams‏ بالكمية Ems‏ من خلال 
النسبة ۴ لرفض أو عدم رفض الفرضية “Hy‏ 

(۷ , ۷) فترات الثقة لنموذج التصميم أحادي العامل 

نهتم عادة بإيجاد فترات ثقة لمعالم النموذج الجهولة أو لدوال في معالم النموذج 
التي تكون ذات معنى بالنسبة لنا مثل uta;‏ (متوسط المستوى رقم للعامل (A‏ أو 
بعض المتضادات في المعالم به القابلة للتقدير وهي D ca‏ حيث 0-0 2. 


نتيجة (Y)‏ 
-١‏ إن فترة الثقة بمعامل الثقة )1-0( للمقدار ,»+ في نغوذج التصميم أحادي 
العامل هي : 
(û+@ê,) ± turns | Vûr(û+@;)‏ 
أو 


= E 
Vie + bar; n-i oa 


1 


نماذج التصميم Yi‏ 
-Y‏ إن فترة الثقة بمعامل الثقة (1-a)‏ للمتضادة Dia‏ حيث 20 


في نموذج التصميم أحادي العامل هي : 


1 5 5 1 P 
ye E tas; n-1 00 3 
| | E. 
1 = C; 
i=l Ci Vie t ta2; ام‎ Ems 2 


مثال (5): البيانات أدناه خاصة بإحدى الدراسات. (البيانات من مثال ص 


او 


)١91/7 Graybill OLS من‎ OVA 


بافتراض نموذج التصميم أحادي العامل المعرف في تعريف (E)‏ نريد إيجاد ما 


يلي : 


(أ) جدول تحليل التباين (جدول التحاين). 


(ب) إيجاد مقدر غير منحاز ذو تباين أصغري بانتظام لكل من : 
2ه + O°, u+a; , a-a, a-la,‏ 


Hı: aj # Qj مقابل الفرضية‎ Ho: يه = ره‎ = cae = ORS اختبار الفرضية‎ (x) 
120.05 و زعلى الأقل) عند مستوى الدلالة‎ i (لقيمتين‎ 
. Q-a, 9 1+4 : (ه) أيجاد 95% فترة ثقة لكل من‎ 


الحل: 


(أ) جدول تحليل التباين : 
مصدر درجات جموع متوسط النسية 
التي asi‏ المريعات المربعات F‏ 
M.S. S:S. d.f. Source‏ 
العامل A‏ 4 55.7821 13.9455 13.9455 _ 
2.6241 
5.31 = 
ty‏ 35 91.8419 2.6241 
TEN‏ 3 39 147.624 
(المعدل) 


(ب) التقديرات المطلوبة ملخصة في الجدول التالي : 
مقدر غير منحاز ذو تباين أصغري 
I J I y2‏ 

LAI T =2.6241 


i=l j=l ist “i 


B=. 200 


| a-a, | ©, يه-‎ = Jie -ze = 20.04 - 18.04 = 2.00 
ره‎ -(a, + 2 


o? 


6? =Eys=(n ا[‎ ١ 


û - ي8)‎ +G3)/2= Vie موت)-‎ + J3.)/2 - 71 


نماذج التصميم yey‏ 
(ج) إن قيمة إحصاء اختبار الفرضية و > ... > يه = ره Hy:‏ مقابل الفرضية Hy:‏ 
به * به (لقيمتين i‏ و ز على الأقل) هي : 


jf on Set 
06 LIT. =F.) 1-1) 
(a j = Aus - 31 
ê? 1-1 3 Bigs 


(Yj -F ) (n-D) 
i=l j=l 
Hy: فإننا نرفض وه = ... = يه = ر‎ w2 Foos;435 أن‎ leg -Fo.0s; ولكن 4. مونو‎ 
.»=0.05 عند مستوى الدلالة‎ 


A)‏ , ۷) تمارين 

-١‏ في نظرية 2)١(‏ أثبت أن Ê‏ المعطى Y) BIL‏ , ۷) هو حل للمعادلات 
الناظمية المعطاة في الصيغة AV, ١(‏ 

AY) أثبت النظرية‎ -Y 

(Ho: HB = 0 أثبت أن معامل اللامركزية ۸=0 تحت الفرضية‎ -Y 

5 - أثبت النظرية .)٤(‏ 

0- أثبت النتيجة .)١(‏ 

-١‏ في المثال (۲) أثبت أن ) p= CE 0, Fae -Fie‏ هو حل للمعادلات الناظمية. 

-Y‏ في (Y) JAI‏ أو جد المقدر غير المنحاز ذي التباين الأصغري بانتظام للدالة 
,11-1 وذلك باستخدام المقدر '*6/ في تمرين (5). 

-A‏ في الخال (Y)‏ أوجد PX‏ وأثبت أنه يساوي BY‏ حيث أن 
B= (Ke, 0, Foo he)‏ و f'=(0, Fos Fae)‏ هما حلان للمعادلات الناظمية. 


I-1 
العامل.‎ 
لنموذج التصميم أحادي العامل.‎ E(Ens) =٥ أثبت أن‎ -١ 
: البيانات في الجدول التالي مستخلصة من نموذج تصميم أحادي العامل‎ -١ 


( أ ) أكتب نموذج التصميم أحادي العامل لبذه البيانات. 
(ب) أوجد جدول التحاين ثم اختبر الفرضية ده = ده = ب» :.11 مقابل الفرضية 
زه * :0 Hi:‏ (لقيمتين i‏ و j‏ على الأقل). استخدم مستوى الدلالة 0-0.05. 
(ج) أوجد المقدرات غير المنحازة ذات التباين الأصغري بانتظام لمتوسطات 
مستويات العامل ,.ه+م . 
(د) أوجد فترات الثقة بمعامل الثقة 95% لمتوسطات مستويات العامل ,»+ . 
(ه) أوجد المقدر غير المنحاز ذا التباين الأصغري بانتظام لكل من : 
a-a, a-a; ,a,-(a,+a;)/2.‏ 
(و) أوجد فترات الثقة بمعامل الثقة 95% لكل من : 
a,-a, ,a,-(a,+a;)/2‏ ويه- ره 


7- البيانات في الجدول التالي مستخلصة من نموذج تصميم أحادي العامل : 


( أ ) أكتب نموذج التصميم أحادي العامل لبذه البيانات. 

(ب) أوجد جدول التحاين ثم اختبر الفرضية مه = يه = يه = به Hy:‏ مقابل 
الفرضية زه * Hi: a‏ (لقيمتين 1 و j‏ على (JY‏ استخدم مستوى الدلالة 0.05=». 

(ج) أو جد المقدرات غير المنحازة ذات التباين الأصغري بانتظام لمتوسطات 
مستويات العامل uta,‏ 

(د) أوجد 95% فترات ثقة لمتوسطات مستويات العامل pta;‏ . 

(ه) أوجد المقدر غير المنحاز ذا التباين الأصغري بانتظام لكل من : 

a-a, a-a; , (a +a4)/2-(@ (يه+‎ 2 


(و) أوجد 95% فترات ثقة لكل من : 


(a, +a,)/2-(a, +a,)/2.‏ و و0 - 0 و ون - ريه 
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نبذ عن المؤلفين 


أنيس إماعيل كنجو 
ولد عام هه+1ه/ره AY‏ ام. 
حصل على ليسانس في الرياضيات 
عام VOY‏ ام من جامعة دمشق. 
حصل على الماحستير في الإحصاء 
عام 177١م‏ من معهد فرجينيا 
بوليتيكنيك- أمريكا 
حصل على دكتوراة الفلسفة في 
الاحصاء عام 956١م‏ من معهد 
فرجينيا بوليتيكنيك- أمريكا 
عسل في قسم lary)‏ وخوت 
العمليات في جامعة الملك سعود 
رة Stef‏ من عام ET‏ هم 
> عام AV EYY‏ 
قام بتأليف العديد من SEY‏ 
العلمية المنشورة في ONE‏ علمية 
ASS‏ 
قام بتأليف وترجمة ما يزيد عن 
عضو جمعية الشرف القومية 
الأمريكية للرياضيات. 


عبدالله بن عبدالكريم الشيحة 
ولد عام 185ه/977١م.‏ 
حصل على بكالوريوس العلوم في 
الاحصاء عام 7ه من 
جامعة الملك سعود. 

حصل على ماجستير العلوم في 
الإحصاء عام ۱ه من 
جامعة ولاية أيوا- أمريكا. 
حصل على دكتوراة الفلسفة في 
الإاحصاء عام 6ه من 
جامعة ولاية كانساس- أمريكا. 
يعمل حاليًا في قسم الإحصاء 
وبحوث العمليات في جامعة الملك 
سعود برتبة أستاذ مشارك. 

عمل LS,‏ لقسم الإحصاء وبحوث 
العمليات 3 جامعة الملك سعود 
في الفترة AV 476-1١14177‏ 
قام بنشر العديد من الأبحاث 
العلمية في OME‏ علمية محكمة By‏ 
مؤتمرات علمية دولية ومحلية. 
السعودية للعلوم الرياضية. 


TT EY POET ا‎ TY ا ا‎ 


